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Von Veedels- und Winkelzugen

Darstellung und Berechnung prozentualer Anteile mit Hilfe von Flachensegmenten

Diisseldorf, den 9. April 2014 Wenn jemand
von einem kostiimierten Kolner spricht, meint er
dann unter den Kolnern einen, der kostiimiert
ist, oder erkundigt er sich gerade bei einer Grup-
pe von Kostiimierten, ob da jemand aus Kd&ln
dabei sei? Oder denkt er gar zufillig an die vie-
len Narren, die jedes Jahr zum Rosenmontag den
Karnevalszug sdumen und iiberlegt sich, wie
grof3 wohl die Wahrscheinlichkeit sei, unter all
diesen Menschen jemanden zu treffen, der Kol-
ner und aullerdem kostiimiert ist?

Kolner

Imis

Abbildung 1: Es gibt 7mal so viele Imis wie Kélner

Die hiermit verbundenen Berechnungen pro-
zentualer Anteile — bei auf den ersten Blick eher
diffus anmutenden Verteilungen bestimmter
Ausprigungen hinsichtlich verschiedener Merk-
male — gehoren zu den erwarteten Kompetenzen
und inhaltlichen Schwerpunkten des Mathema-
tikunterrichtes bis zum Ende der Einfiihrungs-
phase.

Der Kernlehrplan fiir die Sekundarstufe II
verweist in diesem Zusammenhang innerhalb
der Stochastik auf die so genannten Bedingten
Wahrscheinlichkeiten inklusive der Verwendung
von Vier-Felder-Tafeln, um alle hier vorliegen-
den Beziehungen exakt quantifizieren zu kon-
nen.

Im Folgenden stellen wir einen Ldsungsan-
satz vor, der die in diesem Kontext beteiligten
Grundgesamtheiten, sprich die 100%-Anteile

bzw. die so genannten Grundwerte', mit Hilfe
von Flichensegmenten modelliert, die im Falle
von zwei unterschiedlichen Merkmalen einer-
seits in einen horizontal orientierten Kontext
eingebunden sind, andererseits aber auch verti-
kal notierten Strukturierungen geniigen miissen.
Damit gelingt es, die bei der Berechnung ver-
wendeten Vier-Felder-Tafeln als unmittelbare
Abstraktionen der involvierten Flichensegmente
zu interpretieren bzw. zu verstehen. Betrachten
wir hierzu ein erstes Beispiel:

In Kéiln findet man am Rosenmontag

unter den Karnevalisten bzw. Narren

entlang des Zugweges 7mal so viele

Touristen wie Einheimische. 80% der

Einheimischen tragen ein Kostiim. Dar-

unter versteht man hier im Allgemeinen

etwas mehr als eine Pappnase. Dage-

gen ist nur jeder vierte Tourist — in Koln

auch ,,Imi* genannt — in diesem Sinne

kostiimiert. Kaum haben wir uns in den

Trubel auf der Domplatte gestiirzt,
winkt uns bereits ein Lappen-Clown
entgegen.

Die erste Frage lautet:
Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist er
ein Kolner bzw. ein Imi?

Abbildung 2: Im Veedelszoch in Kéln am Karnevalssonntag

1 Im Sinne des 100%-Anteils innerhalb der Prozentrechnung.
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Zeile| Spalte 1 2 3 4 56 7 8 91011121314151617 181920
1 Kélner mmm mim mmmmm mm m m m m|o|o o | o |Kostim
2 mmmmm o|lo/o/o|jojojojo|jo|0o|jO0|0/O0|O|O
3 mmmmm o|lo/o/o|jojojojo|jo|o0o|jO0|O0/O0|O|O
4 mmmmm o|lo/o/o|jo/jojojo|o|0o|/O0|O0/O0|O|O
5 Imis/mmmm m|o/o/o/o/jo/o/o/ojlo/o|o|o0|0 0|0 Kostim
6 mmmmm o|lo/o/o|jo/jo/jo/o|o|0|/O0|0/O0|O|O
7 mmmmm o|lo/o/o|jo/ojo/o|o0o|0|/O0|0/O0|O|O
8 mmmmm o|lo/o/o|/o/ojojo|o|o0|/O0|0/O0|O|O

Abbildung 3: Der rote Winkel (m)verdeutlicht simtliche Kostiimierten unter Kolnern und Imis

Um die Antwort nachvollziehbar zu formulie-
ren, betrachten wir ein geeignet eingefarbtes
Rechteck, vgl. Abbildung 1, wo zundchst nur die
Anteile der Kolner, respektive der Imis iiber-
sichtlich und horizontal orientiert darstellt sind.

Anschliefend ergénzen wir Abbildung 1 hin-
sichtlich des vertikal orientierten Merkmals Ko-
stimierung durch die Ausprdgungen mis bzw.
o/ine Kostiim, wobei wir den jeweils vorliegen-
den Anteil zusétzlich durch die GrofBe der Seg-
mente illustrieren (vgl. Abbildung 3).

Offenbar konnen wir — jetzt, wo sdmtliche
Anteile bekannt sind — die oben notierte Frage
endlich beantworten. AusschlieSlich unter den
Kostlimierten suchen wir nach einem Kolner
bzw. nach einem Imi. Die graphische Verdeutli-
chung der relevanten Grundgesamtheit geschieht
dabei weder durch einen vertikalen, noch durch
einen horizontalen Streifen. Stattdessen ist eine
Kombination beider Darstellungsformen in Ge-
stalt eines roten Winkels (100%) angesagt®.

Wir finden schlieBlich®:

16 6
P(Kaol it Kostiim ~ 100%) = =—=31,37%
(Kolner|mit Kostiim 0) To+35 51 o
bzw.
. . . 35 5
P(Imi|mit Kostiim = 100%) = =—=068,63%
164+35 51

2 Die Gesamtheit aller Kostiimierten wird in Abbildung 3
durch einen roten Winkel (= 100%) symbolisiert.

Entsprechend erhalten wir bezogen auf den

blauen Winkel (100%):
" 4
P(Kolner|ohne Kostiim ~ 100%)= =——=3,67%
44105 109
. 105 105
P(Imi|ohne Kostiim ~ 100%) = ———=—"—=96,33%
4+105 109

Wir haben die betreffende Wahrscheinlichkeit
zweifarbig als 31,37% formatiert, was sich von
der zweifarbigen Darstellung fiir die Wahr-
scheinlichkeit einen Kostiimierten unter den
Kélnern (100%) zu treffen, das heift:

P(Kostiimierten|Kodlnern = 100%) = 80%,
farblich offenbar nicht unterscheidet.
mit Kostim | ohne Kostim | Summe
. 4/5 1
Kolner
7/8 Imis 174 i
1 |Summe

Abbildung 4: Eingangsdaten fiir die Vier-Felder-Tafel

Die Ausdifferenzierung aller vorliegenden Si-
tuationen allein mithilfe von zwei Farben stof3t

3 Die Schreibweise ,,P(Kélner|Kostiimiert)“ lesen wir als
»Wahrscheinlichkeit fiir einen Kdlner unter der Bedingung,
wir haben einen Kostiimierten (100%) vor uns®. Kurz: Das
Zeichen ,,|“ lesen wir als ,,unter der Bedingung®, womit wir
natlirlich explizit die betreffende Grundgesamtheit bzw. den
relevanten Grundwert (= 100%) ansprechen. De facto reden
wir jedoch meistens nur iiber den Anteil unter, etwa in der
Form P(Anteil der Kélner unter den Kostiimierten).
Daneben verwenden wir Schreibweisen wie
P(Kolner|Kostiimiert = 100%) bzw. Pxosimic«(KKO1ner)
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mitunter an thre Grenzen. Denn wir notieren so-
wohl die Wahrscheinlichkeiten

P(Kélner|mit Kostiim) = P, kosim(KOlner),

als auch

P(mit Kostiim|Kolner) = Pggmer(mit Kostiim)

und die Variante P(Kdlner N Kostiimierten)
jeweils in derselben Fassung als p%"*.

Damit sind Riickschliisse von der farblichen
Kennzeichnung auf die vorliegende Situation
nicht immer eindeutig moglich, weil unter Um-
stinden mehr als zwei Alternativen vorliegen.
Die Frage nach dem Anteil der Kdlner unter
samtlichen Narren (100%) hingegen lésst natiir-
lich nur die Notation p% zu.

In einem nichsten Schritt kann man Abbil-
dung 4 leicht weiter ergéinzen. Aus

7
P(Imis|Narren = 100%) = 3 =87,5%.
ergibt sich:

7
P(Ko6lner|Narren = 100%) =1—— =

1
- _ 0
33 12,5%

Innerhalb der Koélner und Imis argumentieren
wir nun vertikal im Sinne von:
P(mit Kostiim|Kdlner =~ 100%) = % =80%

fiihrt zu:

4 1
P(ohne Kostiim|Kélner =~ 100%)= 1— Bl g =20%

Analog findet sich mit Hilfe von:
1
P(mit Kostiim|Imi = 100%) = 1 25%
der Wert

=75%.

N
AW

P(ohne Kostiim|Imi ~ 100%) = 1—

Wir relativieren somit die waagerecht notier-
ten (grilmen und gelben) Informationen (Merk-

4 Korrekter wére die Notation 100-p%, weil sich damit z.B.
aus p=0,25125 der Wert 25,125% ergibe.

mal Wohnort) in Hinblick auf ihre senkrecht ver-
buchten (roten und blauen) Ausdifferenzierun-
gen (Merkmal Kostiimierung).

In der 2. Fassung (Abbildung 5) wechseln wir
die Perspektive und schauen zuerst auf die verti-
kalen Unterscheidungen. Zunichst betrachten
wir den roten Winkel der Kostiimierten. Dabei
iiberlegen wir, wie gro3 der Anteil der Kélner
bzw. der Imis unter simtlichen Narren (100%)
ist, die jeweils kostliimiert sind.

Hier ergibt sich z.B. aus dem Anteil der Kol-

. o1
ner unter den Karnevalisten (100%), hier FY und

dem Anteil der Kostiimierten unter diesen Kol-
. 4 )
nern (100%) hier 5 der Anteil an Personen un-

ter den Narren (100%), die gleichzeitig Kdlner
und kostiimiert sind. Bei dieser Betrachtungs-
weise mussen wir zweimal auswihlen. Unter al-
len Narren ~ 100% fokussieren wir zunichst die
Kolner und anschlieBend unter diesen Kolnern ~
100% die Kostiimierten. Die Anteile der Anteile
berechnen wir durch ihr Produkt.

mit Kostim | ohne Kostim | Summe
.. 4/5 1/5 1
18 Kolner a5 118*1/5
. 7/8*1/4 7/8*3/4
7/8 | Imis 1/4 3/4 1
1 |Summe

Abbildung 5: 2. Fassung der Vier-Felder-Tafel

mit Kostim | ohne Kostim | Summe
. 4/5 1/5 1
178 | Kolner | erreg 41160
. 35/160 105/160
718 | Imis 1/4 3/4 1
1 |Summe| 51/160 109/160

Abbildung 6: Komplette Fassung der Vier-Felder-Tafel

Das heift>:

5 Etwas préziser wire die Notation:

Prarren(KOIner mit Kostiim) =

Praren(KOIner N Kostiimierten) =
P(Kolner|Narren) - P(Kostiimierten|Kolnern)
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1 4 16
.. . - ~ /)= — ' — = —— —
P(K&lner mit Kostiim|Narren ~ 100%) 8 5 160
10%.
bzw.
bmis mit KostiimNamren = 1009 1 1 — 35 _
(Imis mit Kostiim|Narren ~ 0) 8 2160

21,875%.

Die mittleren, hier farbig hinterlegten Felder
in Abbildung 6 beschreiben demnach nicht nur
den tabellarischen Schnitt des waagerecht no-
tierten Merkmals Wohnort mit dem senkrecht
angeordneten Merkmal Kostiimierung, sondern
bilden auch mengentheoretische Schnitte im
Sinne von Kélner N Kostiimierte.

Die folgenden beiden dezimal notierten Vier-
Felder-Tafeln (vgl. Abbildung 7 und Abbildung
8) demonstrieren dariiber hinaus die Kommutati-
vitdt des N-Operators, indem sie unter anderem
den Anteil (Kostliimierte N Kélner) versus (Ko6l-
ner N Kostiimierte) transparent machen. Dabei
wurden natiirlich die waagerechten und senk-
rechten Differenzierungen vertauscht.

In exakten Briichen notiert, erhalten wir
selbstverstandlich ebenfalls die Gleichheit dieser
beiden — auf unterschiedlichen Wegen berechne-
ten — Wahrscheinlichkeiten:

mit Kostim |ohne Kostim

0,125 0,8 0,2 1
Kolner 0,1 0,025
Imis 0,21875 0,65625

0,875 0,25 0,75 1

1 0,31875 0,68125/ 1

Abbildung 7: Erste dezimale Fassung

Unter allen Narren, die den Zug sdumen gilt:

P(unter allen Narren einen Koélner zu treffen, der kostii-

S 20 16 16 5
miert 1st):m 20 " 160 10%.

bzw.
P(unter allen Narren einen Kostiimierten zu treffen, der

. 51 16 16

Kolner ist) = 160 51160 - 10%.
Kolner Imis

0,31875| 0,31372549 0,68627451| 1
mit Kostim 0,1 0,21875
ohne Kostim 0,025 0,65625

0,68125| 0,03669725| 0,963302752| 1

1 0,125 0,875/ 1

Abbildung 8: Zweite dezimale Fassung

Nachdem wir somit sdmtliche Beziehungen
zwischen zwei voneinander abhingigen Merk-
malen anhand der zugehorigen Winkelfelder und
den daraus resultierenden Vier-Felder-Tafeln an-
gesprochen haben, lenken wir unsere Aufmerk-
samkeit abschliefend auf das Problem von so
genannten a-priori- bzw. a-posteriori-Wahr-
scheinlichkeiten, die beim wiederholten Testen
auf ein bestimmtes Merkmal bzw. seine Auspra-
gungen hin eine entscheidende Rolle spielen.

Wir betrachten ein medizinisches Testverfah-
ren, das bzgl. einer sehr selten auftretenden In-
fektionskrankheit mit einer Sicherheit von 99
Prozent korrekte Testergebnisse fiir bereits Infi-
zierte liefert. Aufgrund von ausgereiften Labor-
techniken liegt die Fehlerquote bei Gesunden
(nicht Infizierten) bei circa 2 Prozent. Anderer-
seits kann man momentan davon ausgehen,
dass unter 10 Millionen Menschen ca. 2500 In-
fizierte vorkommen.

Neben dem Gesundheitszustand mit den Aus-
pragungen krank (infiziert) und gesund (nicht
infiziert) betrachten wir das Merkmal Testergeb-
nis mit den Auspriagungen positiv und negativ.

Wir haben somit die in Abbildung 9 beschrie-
benen Eingangsdaten vorliegen.

positiver Test negativer Test
0,0002500 | infiziert 0,9900000
gE= 0,0200000

Abbildung 9: Testen auf eine Infektion, Eingangsdaten
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Wie weiter oben ausfiihrlich beschrieben, ge-
winnen wir hieraus:

positiver Test | negativer Test | Summe
. 0,99 0,01 1
0,00.025 | infiziert | =555 024.75 | 0,00.000.25
0,01.999.5 0,97.975.5
0,99.975 | gesund 0.02 0.98 1
1 Summe| 0,02.024.25 | 0,97.975.75 1

Abbildung 10: komplettierte Vier-Felder-Tafel zum Test

Und weiter:

0,00.024.75

LUULULA 1D _ .
0,02.024.25 0,01.222.675.065 = 1,223%

als Wahrscheinlichkeit, unter den als positiv
Getesteten (100%) einen tatsdchlich Infizierten
anzutreffen

bzw.

0,01.999.5
0,02.024.25

=0,98.777.324.94 = 98,78%
als Wahrscheinlichkeit, unter den als positiv
Getesteten (100%) einen Gesunden anzutreffen.

Dies ist natiirlich ein erniichterndes Resultat,
zeigt es doch, dass unsere Sicherheit; unter den
als positiv Getesteten einen Infizierten durch den
Test auch als einen solchen zu erkennen, auf be-
scheidene 1,223% angestiegen ist. Vor unserem
Test durften wir — in dem zu diesem Zeitpunkt
noch wesentlich groBeren Testfeld — nur mit ei-
ner Wahrscheinlichkeit von 0,025% davon aus-
gehen, tatsdchlich einen Infizierten vor uns zu
haben.

P(infiziert|positiver Test)= 0,0122268
P(gesund|positiver Test)= 0,9877732
Testfeld 10000000
dawvon positiv & infiziert 2475
dawvon positiv & gesund 199950
| Summe 202425

Abbildung 11: Ergebnisse des ersten Tests

Nichtsdestotrotz liegt die Fehlerquote fiir Ge-
sunde, die irrtimlich als Infizierte klassifiziert
wurden, nach dem ersten Test nun bei 98,78%,
was selbstverstdndlich in dieser Gréflenordnung
weiterhin als wenig akzeptabel erscheint.

Bei einem Testfeld von 10 Millionen Perso-
nen (100%) ergében sich demnach 202.425 als
positiv getestete Personen, wovon allerdings nur
2475 tatsachlich infiziert sind, wahrend der Rest
von 199.950 Personen in Wirklichkeit gesund
ist. Als Ausweg aus diesem Dilemma bleibt nur
die Moglichkeit offen, alle als infiziert klassifi-
zierten Personen, das sind immerhin 202.425,
erneut zu testen.

Der zweite Test basiert somit auf folgenden
Eingangsdaten:

2. Test. Eingangsdaten positiver Test negativer Test
0,0122268| infiziert 0,9900000
S 0,0200000

Abbildung 12: Eingangsdaten fiir den dritten Test

Die restlichen Daten lassen sich — wie beim
ersten Test dargestellt — entsprechend ergénzen
und fithren damit zur komplettierten Vier-Fel-
der-Tafel bzgl. des zweiten Tests (vgl. Abbil-
dung 13).

2. Test positiver Test negativer Test
o 0,9900000 0,0100000

0,0122268| infiziert 0,0121045 0.0001223
0,0197555 0,9800000

09877732 gesund 0,0200000 0,9800000
0,0318599 0,9801223

Abbildung 13: komplettierte Vier-Felder-Tafel zum 2. Test

Wir erhalten hieraus:

0,01.210.45
0,03.185.99

=0,37.992.79 = 37,99%

als Wahrscheinlichkeit, unter den nun als po-
sitiv Getesteten (100%) einen tatsdchlich Infi-
zierten anzutreffen

bzw.
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0,01.210.45

= — 00
0,03.185.99 0,62.007.21 = 62,01%

als Wahrscheinlichkeit, unter den als positiv
Getesteten (100%) einen Gesunden anzutreffen.

P(infiziert|positiver Test)= 0,3799279
P(gesund|positiver Test)= 0,6200721
Testfeld 202425
dawvon positiv & infiziert 2450
davon positiv & gesund 3999
| Summe 6449

Abbildung 15: Ergebnisse des zweiten Tests

Bei dem reduzierten Testfeld von 202.425
Personen (100%) ergében sich demnach 6449
als positiv getestete Personen, wovon jetzt 2450
tatsdchlich infiziert sind, wiahrend der Rest von
3999 Personen gesund ist. Um unsere Sicherhei-
ten weiter zu verbessern, sollten wir in einen
dritten Test investieren, indem wir die verblei-
benden als infiziert klassifizierten Personen, das
sind inzwischen nur noch 6449, erneut testen.

3. Test: Eingangsdaten positiver Test negativer Test
0,3799279|  infiziert 0,9900000
= 0,0200000

Abbildung 16: Eingangsdaten fiir den dritten Test

3. Test positiver Test negativer Test
o 0,9900000 0,0100000

nEerg)  Dikle 0,3761286 0,0037993
0,0124014 0,9800000

0.62007211 gesund 0,0200000 0,9800000
0,3885301 0,0837993

Abbildung 17: komplettierte Vier-Felder-Tafel zum 3. Test

P(infiziert|positiver Test) = 0,9680811
P(gesund|positiver Test) = 0,0319189
Testfeld 6449
davon positiv & infiziert 2426
dawvon positiv & gesund 80
Summe 2506

Abbildung 18: Ergebnisse des dritten Tests

Bei dem im dritten Durchgang auf 6449 Per-
sonen (100%) reduzierten Testfeld ergidben sich
2506 als positiv getestete Personen, wovon jetzt
2426 tatsachlich infiziert sind, wihrend der Rest
von 80 Personen gesund ist. Mit der Sicherheit
von knapp 3% fiir positive, falsche Ergebnisse
geben wir uns zufrieden. Nach dem dritten Test
ist es also gelungen, 2506 Personen als infiziert
einzustufen. Darunter befinden sich nur noch 80
falsche, positive Befunde.

Bei allen drei Testergebnissen liegt die An-
zahl der korrekt positiv Getesteten durchgéngig
bei ca. 2500 Personen und zwar unabhingig
vom Umfang des Testfeldes, was ja im ersten
Durchgang immerhin ein Volumen von 10 Mil-
lionen Personen aufwies. Dagegen lie3 sich die
Anzahl der filschlicherweise positiv Getesteten
nach jedem Test erheblich eingrenzen. Hier re-
duzierte sich das Volumen fast dramatisch von
199.950 tiber 3999 auf letztendlich 80 Personen.

rm
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