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Das Unterrichtsvorhaben beschreibt die Modellierung ganzrationaler Funktionen tber die
Trassierung von Stral3en. Dabei werden wichtige Kernkompetenzen der Analysis im
Sachzusammenhang vertieft. Insbesondere das Krimmungsverhalten wird intensiv
thematisiert. Daher ist das vorgestellte Unterrichtsvorhaben eher fur den Leistungskurs
geeignet. Die Schiler erfahren den GTR dabei als wichtiges Werkzeug, um die Aufgabe in
angemessener Zeit zu erfassen und zu bearbeiten. Die Fertigkeiten der Schiler den GTR zu
bedienen werden dabei automatisch verfeinert.

Mit besonderem Blick auf die Abiturvorbereitungen ist ein gefestigtes Wissen im Bereich der
Modellierungskompetenz und im Umgang mit dem Werkzeug GTR auf3erordentlich wichtig.

Das Unterrichtsvorhaben gliedert sich in 8 Sequenzen, die insgesamt ca. 2-4
Unterrichtsstunden & 45 min umfassen (je nachdem, ob die Ubungsaufgaben (AB2 und AB3)
im Unterricht oder als Hausaufgabe bearbeitet werden).

Ubersicht tiber die Unterrichtssequenzen

< .

Nordrhein-Westfalen

Sequenz Material mogl. Arbeitsform | Zeit
1 | Erarbeitung von Bedingungen zur Aufgaben 1-3, AB 1 | Einzelarbeit 15
Modellierung
2 | Sammeln der Ergebnisse Plenum 5
3 | Modellierung des StralRenverlaufs | Aufgaben 4-5, AB 1 | Einzelarbeit 25
4 | Info zur Erweiterung der Kriterien Aufgabe 6, AB 1 5
5 | Modellierung des Stral3enverlaufs Aufgabe 7, AB 1 Einzelarbeit 15
6 | Vergleich und Beurteilung der AB 2 Partner- oder 20
Modellierungen | und Il Gruppenarbeit
7 | Ubungsaufgabe AB 2 Evtl. HA
8 | Ubungsaufgabe AB 3 Evtl. HA
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Didaktische Hinweise

Idealerweise erfolgt das Unterrichtsvorhaben nach Einfiihrung in das Thema
,<Funktionsgleichungen anhand von gegebenen Eigenschaften bestimmen®
(Steckbriefaufgaben).

Die Unterrichtseinheit wurde mit dem Tl-nspire CX CAS erstellt. In der Modelllésung sind
auch Losungshinweise fur den Tl-nspire CX (ohne CAS) enthalten. Es kénnen aber auch
andere GTR benutzt werden, wenn unten genannte Funktionalitdten vorhanden sind.

Bendtigte Funktionalitédten des GTR

e Funktionen abschnittsweise zeichnen
e Ldsung linearer Gleichungssysteme
¢ Ableitungen an einer Stelle bestimmen

Bendtigte Vorkenntnisse der Schiler mit dem GTR:

e Ldsung linearer Gleichungssysteme
e Funktionen mit dem GTR zeichnen.
o Ableitung an einer Stelle bestimmen

Die Behandlung der Trassierung bietet einige wesentliche Vorteile:

¢ Vertiefende Einblicke in die Zusammenhange zwischen Funktionen und Ableitungen
abseits der Ublichen Aufgabenformate zur HOP/TIP/WEP-Ermittlung

o Festigt das abschnittweise Darstellen von Funktionen mit Hilfe des GTR

o Effektive Methode zur Bearbeitung von Steckbriefaufgaben mit Hilfe des GTR

¢ Verdeutlicht die Nutzbarkeit von Symmetrieeigenschaften

o Ermdéglicht die Veranschaulichung der Eigenschaften ,Stetigkeit* und
,Differenzierbarkeit“ von Funktionen

Weitere Hinweise zur Durchfuhrung:

Bei einer Beschrankung auf Knickfreiheit kann die Aufgabe auch im Grundkurs bearbeitet
werden (Wegfall von Aufgabe 6 und 7 des AB 1 sowie von AB 2).

Nach der ersten Erarbeitungsphase (Sequenz 1), wird eine Plenumsphase zur
Ergebnissicherung empfohlen, um eine zielfihrende Modellierungssequenz zu
gewabhrleisten.

Aufgrund der Komplexitat der Uberlegungen sollte AB 2 mindestens in Partnerarbeit
bearbeitet werden.

Arbeitsblatt 3 verlangt eine umgekehrte Vorgehensweise, da gegebene Funktionen zuerst
am Grafen betrachtet und Ergebnisse dann rechnerisch hinsichtlich der Trassierungskriterien
Uberpruft werden. Im Grundkurs wird wieder auf die Krummungsruckfreiheit verzichtet und
nur die Knickfreiheit betrachtet.
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Lehrplanbezug

Thema: Funktionen beschreiben Formen — Modellieren von Sachsituationen mit Funktionen
Zu entwickelnde Kompetenzen

Inhaltsbezogene Kompetenzen (KLP, S. 30)
Die Schillerinnen und Schiler
e beschreiben das Kruimmungsverhalten des Graphen einer Funktion mit Hilfe der 2.
Ableitung,
e interpretieren Parameter von Funktionen im Anwendungszusammenhang,
e bestimmen Parameter einer Funktion mit Hilfe von Bedingungen, die sich aus dem Kontext
ergeben (,Steckbriefaufgaben®).

Prozessbezogene Kompetenzen (Schwerpunkte) (KLP, S. 19-24)

Werkzeuge nutzen
Die Schulerinnen und Schiiler
¢ verwenden verschiedene digitale Werkzeuge zum...
...L&sen von Gleichungen und Gleichungssystemen,
...Darstellen von Funktionen grafisch und als Wertetabelle,
...Berechnen der Ableitung einer Funktion an einer Stelle,
¢ nutzen mathematische Hilfsmittel und digitale Werkzeuge zum Erkunden und
Recherchieren, Berechnen und Darstellen,
e entscheiden situationsangemessen Uber den Einsatz mathematischer Hilfsmittel und
digitaler Werkzeuge und wéhlen diese gezielt aus,
o reflektieren und begrinden die Méglichkeiten und Grenzen mathematischer Hilfsmittel und
digitaler Werkzeuge.

Modellieren (strukturieren, mathematisieren, validieren)
Die Schilerinnen und Schiiler
e erfassen und strukturieren zunehmend komplexe Sachsituationen mit Blick auf eine
konkrete Fragestellung,
o treffen Annahmen und nehmen begriindet Vereinfachungen einer realen Situation vor,
e (Ubersetzen zunehmend komplexe Sachsituationen in mathematische Modelle,
e erarbeiten mithilfe mathematischer Kenntnisse und Fertigkeiten eine Lésung innerhalb des
mathematischen Modells,
e beziehen die erarbeitete Losung wieder auf die Sachsituation,
¢ Dbeurteilen die Angemessenheit aufgestellter (ggf. konkurrierender) Modelle fur die
Fragestellung,
e verbessern aufgestellte Modelle mit Blick auf die Fragestellung,
o reflektieren die Abhangigkeit einer Losung von den getroffenen Annahmen.

Problemldsen (erkunden, l6sen, reflektieren)
Die Schilerinnen und Schiiler
e analysieren und strukturieren die Problemsituation,
e erkennen Muster und Beziehungen,
e entwickeln Ideen fur mégliche Losungswege,
e nutzen heuristische Strategien und Prinzipien (Symmetrien verwenden, Zurickfuhren auf
Bekanntes,
wahlen geeignete Begriffe, Zusammenhénge und Verfahren zur Problemldsung aus,
e interpretieren Ergebnisse auf dem Hintergrund der Fragestellung.
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Argumentieren (vermuten, begriinden, beurteilen)
Die Schilerinnen und Schiiler
e stellen Vermutungen auf,
e prazisieren Vermutungen mithilfe von Fachbegriffen und unter Berlcksichtigung der
logischen Struktur,
e beriicksichtigen vermehrt logische Strukturen (Trassierungskriterien I, 11 und Ill),
e nutzen mathematische Regeln bzw. Satze und sachlogische Argumente flir Begriindungen.

Kommunizieren (rezipieren, produzieren, diskutieren)
Die Schillerinnen und Schiler
o erfassen, strukturieren und formalisieren Informationen aus zunehmend komplexen
mathematikhaltigen Texten und Darstellungen,
beschreiben Beobachtungen, bekannte Lésungswege und Verfahren,
erlautern mathematische Begriffe in theoretischen und in Sachzusammenhéngen,
formulieren eigene Uberlegungen und beschreiben eigene Lésungswege,
verwenden die Fachsprache und fachspezifische Notation in angemessenem Umfang,
wahlen begriindet eine geeignete Darstellungsform aus,
wechseln flexibel zwischen mathematischen Darstellungsformen,
e dokumentieren Arbeitsschritte nachvollziehbar,
e erstellen Ausarbeitungen und prasentieren sie,
o nehmen zu mathematikhaltigen, auch fehlerbehafteten Aussagen und Darstellungen
begriindet und konstruktiv Stellung,
e vergleichen und beurteilen ausgearbeitete Losungen,
o flihren Entscheidungen auf der Grundlage fachbezogener Diskussionen herbei.

Material:
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M1

StralRenplanung - Ist jede Kurve die richtige Kurve?

Bei der Planung eines Neubaugebietes soll eine bestehende Sackgasse mit der zum
Neubaugebiet fihrenden StralRe verbunden werden.

Dabei ist es notig, diese Verbindungsstralde moglichst ,gut” an die bereits vorhandenen
StralRenstiicke anzuschlief3en.
Die Planer von StralRen NRW haben ein Koordinatensystem auf eine Planungskarte gelegt.

1 LE 2 1km ; A(-4|1) B(-2|0), C(2|0), D( 4|1)

1) Zeichnen Sie einen moglichen StraRenverlauf in das Koordinatensystem ein.
2) Nennen Sie Bedingungen, die fur den Verlauf der geplanten Stral3e gelten missen.

3) Geben Sie mindestens zwei geeignete Funktionstypen an, die den Verlauf der
VerbindungsstralRe beschreiben.
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4) Bestimmen Sie geeignhete ganzrationale Funktionen zweiten und dritten Grades mit
dem GTR/CAS.

5) Zeichnen Sie die Graphen der gefundenen Funktionen, indem Sie nach folgender
Anleitung vorgehen.

e Definieren Sie die Funktionen | fiir das linke StrafRenstick, r fir das rechte
Stral3enstiick und f fur ihre gefundene Funktion im Calculator-Fenster.

e Im Graphs-Fenster stellen Sie eine geeignete Fenstergréfie ein.

e Dann zeichnen Sie die linke Gerade | fir x < —2 wie im Screenshot ein. Verfahren

Sie in gleicher Weise fur die rechte Gerade r (x > 2) sowie fur die Parabel f (-2 <
x < 2).

‘ 1112 §1.3 espeicherte 4 q | 1.3 ‘b *Nicht gespeicherte —
O ()=16k=-2 = 2s Ty
_ [ flle)={1l) x=2 | | £2(x)={rlx) x22
YMin: [ 2 5 . 0.5 N 05 .
o wMax 25 e s o5 T T S \y T
YoSkala: I 13(x)={1lx), -25x=2
————— | | i
|o| |Abbrucn|
e — 5 5 k

Infokasten Trassierungskriterien

Damit der Verkehrsteilnehmer geschmeidig und ohne unnétige Lenkbewegungen die Strale
befahren kann, ist auer der Versatz- und Knickfreiheit auch die sogenannte
Krimmungsruckfreiheit notwendig. Dies bedeutet mathematisch eine Ubereinstimmung des
Krimmungsverhaltens der Ubergénge.

An der Ubergangsstelle x, gilt fir zwei Funktionen s und t allgemein:

l: Versatzfreiheit: s(xg) = t(xp)
I: Knickfreiheit:

I"ni: Krimmungsruckfreiheit:

6) Erganzen Sie die mathematischen Bedingungen Il und Il im Infokasten.

7) Bestimmen Sie eine neue Funktion g, die zusatzlich an den Ubergangsstellen
LSkrimmungsruckfrei“ ist.
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Vergleich der Funktionen f und g

Sie sehen im Vergleich auf der linken Seite die zuerst gefundene Funktion f und deren
Ableitungen. Auf der rechten Seite die neu gefundene Funktion g und ihre Ableitungen.

Diskutieren Sie die Gemeinsamkeiten und Unterschiede und beurteilen Sie deren
Auswirkungen auf die Trassierung.

Protokollieren Sie ihre Ergebnisse in der mittleren Spalte.

Graphen von f, f* und f* Kommentare Graphen zu g, g*und g*
< 6w |‘ *sinus_2015..ung < {Um 413 ‘m‘ *Nicht gespeicherte < {Dﬂ

sinus_2015..ung < {Um

as] 2s |
‘ 1211314 g (] 15 ‘ *Nicht gespeicherte < 'd]m

Bl)=listxsz 1% msl)={rssl)3 e 05

r0-fsb)sz | rsbofrsbd oz

Ubungsaufgabe zur Trassierung

Bei Bahngleisen spielt die Krimmungsruckfreiheit
aufgrund der besonderen technischen y
Voraussetzungen von Ziugen (Grol3e, Masse,
Gleisaufbau) eine noch gréfiere Rolle. v

Zwei gerade Streckenteile mit [(x) = —4 furx < —10
und r(x) = 4 fur x = 10 sollen durch eine Modellierung
einer Funktion f unter Beachtung der Trassierungs-
kriterien verbunden werden. (1 LE = 10m)

DD
e “+ cp
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M3

Ein Besuch im Zoo

Eine geradlinige, parallel zur x-Achse verlaufende Stral3e ist jeweils bis zu den
Anschlussstellen A(0|2) und C(5|2) fertiggestellt. Jetzt soll das fehlende Stiick gebaut
werden, allerdings so, dass die Stral3e durch B(4|1) und damit am Zoo vorbeifuhrt (1 LE =
100m).

a) Fertige eine Skizze an.

b) Zwei Ingenieurblros geben Vorschlage ab. Vorschlag des Biiro 1 ist die Funktion f

. 1 15 75 125
mit fx) ==xb—=x5+=x*—=x3+2
64 64 64 64

Biro 2 gibt als Vorschlag eine zusammengesetzte Funktion g mit
13 15 .
3—5x2+2 fir0<x<+4
an.

gx) =

g2(x)=—§x3+%x2—%x+% fir4<x<5

Zeichnen Sie beide Funktionen mit dem GTR/CAS und vergleichen Sie die Lésungen
der beiden Buros. (Definieren Sie die zusammengesetzte Funktion einzeln ohne
Einschrankung des Definitionsbereichs, die Einschrankung erfolgt erst im Graphs-
Fenster)

c) Uberpriifen Sie optisch durch mehrfaches Zoomen, ob die Knickfreiheit von g und r
am Punkt C gewahrleistet ist.

d) Uberpriifen Sie beide Funktionen f und g rechnerisch auf die Einhaltung der
Trassierungskriterien in den Punkten A, B und C.
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Losungen der Aufgaben

zu M1

1) individuelle Losungen

2) Achsensymmetrisch: f(—2) = 0und f'(—2) = —0,50der f(2) =0und f'(2) = 0,5

3) Funktion 2. Grades und Funktion 3. Grades
4) Losen des linearen Gleichungssystems:

){x):=a-x2+b Fertig =
fs(,x):=2 ax Fertig
fs;(x]:=2- g Fertig
insarve( 1270 53] toazs-0s)
(2)=05"'"
a=0.125 and £=-0.5
= s Fertig
Axla=0.125and b=-0.5 o 15e 2 0c Ax):=0.125-x*-0 5

CAS GTR

5) Siehe Arbeitsblatt (CAS und GTR funktionsgleich)

gy Bei der Version ohne CAS

(rechts) mussen die
Ableitungen handisch
gemacht und definiert
werden. Ebenso muss f(x)
per Hand mit den
gefundenen Koeffizienten
neu definiert werden.

6) Knickfreiheit: s’ (xy) = t'(x,) ; Krummungsruckfreiheit: s" (x,) = t" (xo)
7) Es wird eine achsensymmetrische Funktion 4. Grades als Modellierung verwendet.
Die neue Bedingung g''(—2) = 0 oder g’ (2) = 0 wird erganzt.

Rell] <

*Nicht gespeicherte <

Fertig

4., 2
g(x):=a-x +b x“+¢
({g('(z)?’ { })
d Fertig solve|{gs(-2)=-0.5 .1 a.b.c
™ (g6)) ~gsto) ess(2)=0
, @=-0.007813 and &=0.1875 and c=-0 625
i( )) - ) Fertig
ax /-8 2(x)ja=-0.0078125 and »=0.1875 and c=-0.¢"
o(2)-0 ¢ -0.007813 x4+0.1875- x2-0.625
solve! gs(-2 =-05 ,{a,b,c} 5
2ss(-2)=0 -0.0078125 x*4+0.1875 x%-0 635—»g(x)‘

Die Koeffizienten von g(x) kdnnen automatisch
ubernommen werden, indem man in die Eingabezeile g(x)|
eintippt, dann mit den Cursortasten die Zeile mit den
Koeffizienten markiert und mit Enter in die Eingabezeile
kopiert. (Nur CAS)
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zu M2

Graphen zu f Kommentare Graphen zu g

(EENEENREN> ‘sinus2015.ung < fil<] | « wenig Unterschiede m ENEEEER’ Vichtgespeichere <  {E
251y e Der Schnittpunkt mit der y- 25 1y
£1(0)={1c), x=-2 fz(r)={1-(—:),;\:3 Achse liegt bei g etwas tiefer. f l(,\‘)={l(,\‘),.\’5'2 fZ().f):{r(\'J_\.:ZJ

e Beide Graphen zeigen stetige EEMEEAERR> vichtoeseeichere - {1
Funktionen. ,

e Funktionswerte der Ableitung

£5(0)={rslx), 2 stimmen an den

05 _— Ubergangsstellen iiberein. 05

] % | o Die Ableitungsfunktion von fist | j-———————— A — 5

linear, von g ist sie 3. Grades. | — J-

¢ Die Ubergéange des Graphen
von f* sind nicht knickfrei.
Achtung: Abgrenzung vom 25
urspriinglichen knickfreien
Ubergang von f.

2.5
234 l e Das Krimmungsverhalten von B> ‘Nichtgespeicherte -

O ol = f ist nicht ,versatzfrei“.
Jr e Das Krimmungsverhalten von
£9()={tsslx), -2<x<2 g ist ,versatzfrei®.

05 e Die zusammengesetzte
- : & Funktion links ist nicht stetig

_ 05 NS reels) 3 '

frbd={isslo) xs-2 18(e)-{rssb ¥ rechts ist sie stetig.
K

2.5 2.5

Losung der Ubungsaufgabe (Trassierung Bahngleise) in Screenshots (hier CAS-
Version):

11 |‘ *Nicht gespeicherte < {ﬂﬂ 1.1 |‘ *Nicht gespeicherte < {Um

1 KN |‘ *Nicht gespeicherte <

L T T Fertig 10)=-4 . .
f(x) a-x"+b x7+c X e (_1g)=0 {a bc} r(x)|a= o 1;=—1 and C=E
d Fertig (10) 0‘ o 200000 200 4
—-— - s(-10)=
dx(f("f)) ﬁ'(x) s 5 30y . 3x
a= and b=——and c=— -
200000 200 4 200000 200 4

< (50)) st Ferne
* X

K — |

- 2 X2 Fertig
d Fertig 3-x X 3x
= (1)) - ———
o) =4 Fertig dx( )t 200000 200 4 )
rlx):=4 Fertig | i ([S(X))_.[SS(_\,) Fertig o
Eofl] <]

d 1.2 |‘ *Nicht gespeicherte <

X
0.5
15?11‘? e L UM 1\; = 1\;
B("‘)={f£‘-los"ﬂ° (= fis() <10 15()={rs(d), 210 £9(x)={fss(x), - 10=< 10
F £2(x)={r(x).x=10 f4%)=s\x).x<-10 17(x)={1ss(x) x=-10 % f8(,\‘)={rs(r),x210
Lésungen, die eine Funktion 3. Grades als Ansatz beinhalten, missen nochmal auf die
Krimmungsruckfreiheit Gberprift werden.
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zu M3

a) Skizze/zeichnung:

T
(%)

=3

b) Definition der Funktionsterme I(x), r(x), f(x), g1(x) und g2(x). Abschnittsweises
Zeichnen durch Einschrankung des Definitionsbereichs z.B. f4(x)=g1(x)|0sx<4

a9y *Dok < oec 11 B3
r(,\’):=2 Fertig 12

f(x) 1 ¢ 15 5+75 4 125 2

o e g e Y
64 64 64 64

27 45 VB 129
g2(x): — = P e—
8 4 8 2

& v

c) Der Ubergang im Punkt C von g2 nach r sieht in der Abbildung erst mal nicht knickfrei

aus, nach mehrmaligem Heranzoomen kann man aber optisch auf Knickfreiheit
schliel3en.

’ 1.2 ‘P *Trassierun..B 3 < F’-AE'{DI;B

Y

m 12 ‘) *Trassierun..B 3 < RADﬂ]m

Y

X

p.

d) Die Werte der ersten und zweiten Ableitungen der aneinander stol3enden Funktionen
an den Punkten A(0|2), B(4|1) und C(5|2) werden verglichen. Die Werte der ersten
Ableitungen sind sowohl bei f und g sowie den Geraden | und r in den Punkten A, B
und C gleich, woraus die Knickfreiheit geschlossen werden kann. Die Werte der 2.
Ableitung sind allerdings bei g an den Punkten A(0|2) und C(5|2) nicht gleich Null

(=Wert der 2. Ableitung jeder Geraden), daher ist dort keine Krimmungsruckfreiheit
gegeben. In B verlauft g versatz-, knick- und krimmungsfrei.
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