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Kurzbeschreibung

Das hier vorgestellte Unterrichtsvorhaben zeichnet eine Moglichkeit auf, die Ableitung der all-
gemeinen Exponentialfunktion in der Qualifikationsphase im Unterricht innermathematisch zu
behandeln und intuitiv zur natirlichen Exponentialfunktion zu gelangen. Dazu wird eine Unter-
richtssequenz von 3 Unterrichtsstunden vorgeschlagen.

Der Schwerpunkt liegt dabei in einer Forschungsaufgabe zum Zusammenhang zwischen f und
f* mithilfe des GTR flir den TI-Nspire CX und den Casio FX-CG 20.
Dies geschieht sowohl graphisch als auch tabellarisch.

AbschlieRend findet eine graphische und tabellarische Annaherung der Euler‘'schen Zahl e mit
Hilfe des GTR statt.
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Didaktische Hinweise

Bei der Erarbeitung der wesentlichen Zusammenhange wird die anschauliche Darstellung in
den Mittelpunkt gestellt. Durch die arbeitsteilige Gruppenarbeit fokussiert sich jede Gruppe zu-
nachst auf eine konkrete allgemeine Exponentialfunktion. Mit Hilfe der Arbeitsblatter besteht die
Moglichkeit, den GTR gewinnbringend einzusetzen. In der anschlieBenden Vorstellungsphase
werden die Ergebnisse aber trotzdem von den SuS schriftlich in graphischer und tabellarischer
Form visualisiert, um ein grundsatzliches Verstandnis fur die neuen Zusammenhange zu gewin-
nen und den Prozess zu entschleunigen. Die Vorlage zur Préasentation sollte dabei mindestens
eine DIN A3-GroRRe haben.

Die gewonnenen Erkenntnisse werden im abschlie3enden Arbeitsblatt zur konkreten néhe-
rungsweisen Anndherung der Euler‘'schen Zahl e zusammengefasst, angewendet und weiter-
entwickelt.

Ablauf:

Ausgehend von der zentralen Problemstellung bzgl. der Ableitung der allgemeinen Exponenti-
alfunktion bearbeiten die Schilerinnen und Schiler zunachst unterschiedliche Exponentialfunk-
tionen in arbeitsteiliger Gruppenarbeit mit Hilfe des GTR. Die Arbeitsblatter beinhalten dabei
eine Anleitung fur den TI-Nspire CX und den Casio FX-CG 20. Die konkreten Arbeitsauftrage
beziehen sich zun&chst auf den Zusammenhang zwischen f und f* in graphischer und tabellari-

scher Form. Leistungsstarke Gruppen haben die Méglichkeit, sich mit dem Quotienten % ausei-

nanderzusetzen.

Anschlielend werden die Ergebnisse mit Hilfe der Vorlage im Plenum besprochen. Folgende
Aspekte sollten hier bertcksichtigt werden:

» Vergleich von f und f* [Vergleich der Basen bzgl. des Verlaufs/ der Lage der Ableitungsfunktion,
Transformationsaspekt, ...]

» Bedeutung des Quotienten ?=> allgemeine Ableitung der Exponentialfunktion:

k= %@ f'=k-f mitk = f'(0) [gdf. kann hier in leistungsstarken Lerngruppen/LK der

Zusammenhang rechnerisch hergeleitet werden], je nach Lerngruppe kann hier noch eine kurze
arbeitsteilige Gruppenarbeit stattfinden, um die Werte fur die Spalte %zu ermitteln.

Aus diesem Zusammenhang ergibt sich die Moglichkeit, eine ndherungsweise Bestimmung der
Euler‘'schen Zahl e vorzunehmen und somit die nattrliche Exponentialfunktion mit ihrer grund-
legenden Eigenschaft bzgl. der Ableitung einzufiihren. Ausgehend von der Fragestellung bzgl.
der Bedeutung von k=1 ergibt sich die Suche nach der entsprechenden Basis, die sich in der
Ableitung selbst reproduziert [Fur k=1 ist f' = f]. Durch die Auswahl der Basen lasst sich e zu-
nachst grob einschachteln. Im weiteren Verlauf sollten die Schilerinnen und Schuler im Plenum
sinnvolle Vorgehensweisen diskutieren. Hierbei ist darauf zu achten, dass der GTR gewinnbrin-
gend eingesetzt wird. Eine Mdglichkeit bietet das Arbeitsblatt ,Die Entdeckung der naturlichen
Exponentialfunktion®.

Bzgl. der anschlieRenden Darstellung der allgemeinen Exponentialfunktion als natirliche Expo-
nentialfunktion wird auf die gangigen Schulbtcher verwiesen.
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Lehrplanbezug

Folgende inhaltliche Kompetenzen werden durch diese Unterrichtsequenz angebahnt und /oder
gefestigt:

= Beschreibung der Eigenschaften von Exponentialfunktionen und die besondere Eigen-
schaft der natirlichen Exponentialfunktion,

= Begrundung der besonderen Eigenschaft der natirlichen Exponentialfunktion (LK),
= Bildung der Ableitungen der nattrlichen Exponentialfunktion und

= Bildung der Ableitung der allgemeinen Exponentialfunktion (LK),

Im Mittelpunkt der Unterrichtssequenz stehen folgende prozessbezogene Kompetenzen, die
gefestigt werden:

= Erarbeitung einer L6sung mithilfe mathematischer Kenntnisse und Fertigkeiten innerhalb
des mathematischen Modells,

= das Erkennen von Mustern und Beziehungen,
= die Interpretation von Ergebnissen auf dem Hintergrund der Fragestellung sowie
= das Verwenden verschiedener digitaler Werkzeuge zum

...Zielgerichteten Variieren der Parameter von Funktionen und

...Darstellen von Funktionen grafisch und als Wertetabelle.
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| Kurzbeschreibung | Didaktische Hinweise | Lehrplanbezug
Die Ableitung der Exponentialfunktion (mit Tl Nspire CX)

Aufgabe
a) Wahlen Sie eine Funktion: f(x)=1,5%, f(x)=2,0%, f(x)=2,5%, f(x)=3,0% , f(x)=3,5%, f(x)=4,0%
b) Zeichnen Sie die Graphen von f(x) und seiner Ableitung f(x) mit dem GTR.

Offnen Sie ein neues Grafikfenster und geben Sie die zu untersuchende Funktion ein.
(Hier beispielhaft an der Funktion f1(x)=2*)

14+ 1.

ST U T I T T

667 -6.67 1

Im nachsten Schritt wird der Graph der Ableitungsfunktion f2(x) gezeichnet.

667 Ly ." .._
-
gtz

o e” | R R T

Jic 2l | [ 2| £ e
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Wertetabellen erstellen

Wertetabellen mit [t ]-t erstellen und
Werte auf das Arbeitsblatt Gbertragen.

l"\-.
F Y

-6.67 1

Zusatzaufgabe (LK): Die Funktionen f(x) und f'(x) haben offenbar einen Zusammenhang.

) ()

L indem Sie die rechte Spalte der Wertetabelle er-

Untersuchen Sie daher den Quotienten ——
ganzen. Nutzen Sie dazu den GTR.

Interpretieren Sie |hr Ergebnis.
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Die Ableitung der Exponentialfunktion (mit CASIO GTR)

Aufgabe
a) Wahlen Sie eine Funktion: f(x)=1,5%, f(x)=2,0%, f(x)=2,5%, f(x)=3,0% , f(x)=3,5%, f(x)=4,0%
b) Zeichnen Sie die Graphen von f(x) und seiner Ableitung f'(x) mit dem GTR.

a) Wahlen Sie eine Funktion: f(x) = 1,5%, f(x) = 2,0%, f(x) = 2,5%, f(x) = 3,0%, f(x) = 3,5%,

f(x) = 4,0% El
Graph Funec :Y=
YlEZ; [—1]
vaeg (27) ., [—1
Y4: [—1]

vE - r__1
SELECT | DIANAI3 RRT=/3 RW(MODIF Y][DRAW]

b) Zeichnen Sie den Graphen von f(x) und seiner Ableitung f * (x) mit dem GTR:

S GRAPH £l _Bed
2 Y1:f(x) eingeben
2 Y2:f‘(x) eingeben: OPTN, F2 (CALC), o
F1(d/dx): f(x) und x = x eingeben
2 F6 (DRAW)
2
25 -2 -15 -1 -06Q| 0.5 1 15 @ &5 |

c) Erzeugen Sie mit dem GTR eine Wertetabelle von f(x) und f ‘(x):

> TABELLE o B
2 Uberprifen, ob f(x) und f ‘(x) bereits eingetra-| Table Func 1Y =

gen sind. Y1g2% [ —]
S SET: Geeignete Parameter wahlen fur die Ta- x
belle (Standard: -3 bis +3, Step 1) Y28 dx ( 2 )l x=x [—1

2 F6 (TABLE)
Y4: [—1

V= - R
Skl DELETE] TYPE JSTYLE] SET JifAdia

d) Ubertragen Sie die Graphen und die Wertetabelle vom GTR auf das Arbeitsblatt.

El

X Y1 ¥2
-1 0.5 0.3466
1 0.6931
1 2 1.38862

[ 9 4 2.,7725 0
e) Vergleichen Sie die Graphen von f und f ‘ und FORMULA) T3N3 ITIP [ EDIT ) (GPH-CON) (GPH-PLT]

stellen Sie eine Vermutung zur Ableitung auf.
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Zusatzaufgabe (LK): Die Funktionen f(x) und f(x) haben offenbar einen Zusammenhang.

Untersuchen Sie daher den Quotienten —

f

oL indem Sie die rechte Spalte der Wertetabelle er-

ganzen. Nutzen Sie dazu den GTR. Interpretieren Sie lhr Ergebnis.

Bestimmen Sie mit dem GTR den

Quotienten f((x)) und erganzen Sie die

rechte Spalte der Wertetabelle.
2 Y3=Y2/VY1

Interpretieren Sie lhr Ergebnis und
formulieren Sie einen Term fir f'(x) in
Abhéngigkeit von f(x).

Vergleichen Sie die rechte Spalte mit
der Spalte von f(x).

Nordrhein-Westfalen

B [FtiRadfond [d)Readl

Table Func Y=
Y1=2" [—]
Y25—(2")| [—1

Sa0ZRH|DELETE] TYPE JSTYLE] SET JIfA:NA

Bl MathRadNorml [d7c)Real
X Y1 Y2
-1 0.5 0.3465
0 1 0.6931
1 2 1.3862
2 4 2.7725

2
FORMULA) (AN TP EDIT GPH-PLT
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Die Ableitung der Exponentialfunktion
Funktion: f(x) =

Fulle die nachfolgende Wertetabelle aus und skizziere anschliel3end die Graphen von f [Farbe:
Schwarz] und f* [Farbe: Rot] in das abgebildete Koordinatensystem.

Wertetabelle

X f(x) f'(x)
-3
-2
-1
0
1
2
3
Graph
3.5
3
2.5
2]
1.51
1
0.571
35 -3 -25 -2 -15 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 35
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Geschwindigkeitskontrollen

Die Entdeckung der natirlichen Exponentialfunktion (TI Nspire CX)

Ahnlich wir in der Eingangsaufgabe soll der Zusammenhang von f und f untersucht werden.
Basierend auf dem auswertenden Unterrichtsgespréach der ersten Unterrichtssequenz sollte
klar geworden sein, dass es eine Basis a geben muss, fiur die a* = (&%) gilt mit 2.5 <a < 3.

f(x) = a* wird als Parameterkurve mit Schieberegler eingegeben.

Schieberegler erstellen far:

1] s |

h ]
O‘H

|E\| | Abbruch|

-6.67 1 -6.67 1 Rk

I iV
2 inimieren
SiAnimiers

|4:Léschen

=-6.67

AnschlieRend werden die
Eigenschaften des
Schiebereglers angepasst:

[etrt ] — [menu) - 1
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N ‘ 1. Schleberelnstellungen

Variable:l a

Anfangswert: I 2.5 I

Minimum: l 25 ‘

Maximum: I 3 ‘

| X
10 | Schrittweite: | 0.1 J N

|&|\ | Abbruch|

-6.67 1

Im nachsten Schritt wird wie zu Anfang der Graph der Ableitungsfunktion gezeichnet:

0 20)-L (1) = £20)-(n16) 7T §
dx dx
/ fl(,\')=ax
-"/1‘ X : —/1, ...... X
-10 a =25 I E 10 -10 a =2.6 [1 16
T -
671 667

Durch Optimierung der Fensterdarstellung (z.B. wie unten) lasst sich die Darstellung optimie-
ren:

“ 1.1 | Fenstereinstellungen [,

. 5N
f2(o)  Xmin: [ | rz(x-)wa(fl(\-))
XMax: p o2
£1(x); i |4 £1(x)=a” k
X-Skala: [Automatisch :l [
YMin:|-1
a YMax: |15 a =24
_'_' Y-Skala: l Automatisch j 25 ﬁ
- ok | |abbruch| I

Durch die Benutzung des Schiebereglers erkennen die Schiiler, dass fur a = 2,7 die Funktion
f und ihr Ableitung f* nahezu deckungsgleich sind. Bei Bedarf lasst sich durch Veranderung
der Schiebereglereigenschaften die Genauigkeit auf zwei Nachkommastellen verbessern.
Neben der grafischen Darstellung mussten dann allerdings wahrscheinlich noch die Werteta-
bellen herangezogen werden.
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Die Entdeckung der natiirlichen Exponentialfunktion (AB fiir die Schiler)

Gesucht ist Basis a mit a* = (a¥)".

a) Der Wert a soll im ersten Schritt auf eine Nachkommastelle genau bestimmt werden.
Stelle hierzu die Funktionenschar fa(x) = a* fur 2,5 < a < 3 sowie deren Ableitung fa'(x)
grafisch mit dem GTR dar. (vgl. die Einstiegsaufgabe)

b) Bestimme die Basis a auf zwei Nachkommastellen.

Tipps:
« Die Eigenschaften des Schiebereglers konnen tiber [ctrl ]-[menu]-1 festgelegt werden.

o Das Grafikfenster muss angepasst werden.

¢ Eventuell sollten die Werttabellen herangezogen werden (@— t).
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Die Entdeckung der natirlichen Exponentialfunktion

(Casio GTR)
i) =25% £ =09162-25%
£00=30"  f,% = 10986-3,0*

Die Ableitung einer Exponentialfunktion ist offen-
bar wieder eine Exponentialfunktion:

f(x) =a*
f'(x)=k-a*

Sie ist bis auf einen Faktor k identisch mit der ur-
springlichen Exponentialfunktion.

Wenn wir eine Basis a finden wirden, fur die gilt:
k=1

f(x) =a*
f'@)=1-a*=a,
dann wéaren f und f ‘ identisch.

Aufgabe

Finde diejenige Basis a, so dass gilt: f'(x) = f(x),
d.h. anschaulich dass beide Graphen deckungs-
gleich sind.

Verandere dazu mit DynaGraph die Basis, bis die

Graphen zur Deckung gebracht sind.

GTR CASIO fx-CG20

2 DynaGraph

Y1=A

Y2=d/dx (Y1) | x=x

2x EXE

SET Start: 2,5 End: 3 Step: 0,1
EXIT o. EXE

SPEED F1: Schritte

DYNA o. EXE

EXIT o. EXE

OO0 O

Nordrhein-Westfalen

E HathRad Beal
Dvnamic Func:Y=

Y1EA®

v2E-C (Y|

Y4:
vE -
Salaql| DELETE] TYPE J VAR JBUILT-IN(IeAIN

B HathRad Beal
Too Many Functions

Dvnamic Var ‘A / b
A=3

SELECT SPEED DYNA
B HatRad Real

Too Many Functions
Rynamic Setting

Start:2.5
End :3
Step :0.1

B Use [¢]/[>]keys.

\".Jm“"""m"JUP
[
™

A=2.5 0| i 2
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Geschwindigkeitskontrollen

Ergebnisse
Die Ableitung einer Exponentialfunktion ist wieder eine Exponentialfunktion. Dies

wurde mithilfe der Eigenschaft der Quotientengleichheit gezeigt:

fr(x) _ 1 _
SO — k= F10) = k- ).

Die Ableitung entspricht der urspriinglichen Funktion gestreckt / gestaucht mit einem
Faktor k. Dieser Faktor k entspricht der Steigung der urspriinglichen Exponential-
funktion an der Stelle x = 0, d.h.

k=f'(0) [nurLK].

Fir k = 1 ist die Ableitung identisch mit der urspriinglichen Funktion:

f(x) =e”
flx) =e*

Diese Basis dieser Exponentialfunktion ist die sog. Euler‘sche Zahl e = 2,718...
Die Exponentialfunktion zur Basis e heil3t natlirliche Exponentialfunktion.

Somit ist F(x) = eX auch eine Stammfunktion von f und es gilt:

F(x) =e*
flx)=e*.
fl(x) =e*

2,711
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