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	Mathematik-Olympiaden e. V.
Materialien für die Klasse 5/6
Pentominos und mehr
Lehrerversion



Vorbemerkungen zum Modul

Pentominos gehören zu den Polyominos, mit denen man Aufgaben aus dem Bereich der Parkettierung lösen kann. Das Schöne ist, dass die Formen der Pentominos von den Schülerinnen und Schülern selbstständig gefunden werden können. Hierbei kann das Verständnis für Kongruenz (Deckungsgleiche) geschult werden. Fertigt man Pentominos an, können die Schülerinnen und Schüler dies auch haptisch erfahren.
Mit ausgeschnittenen Pentominos oder Figurensätzen aus Holz oder Kunststoff lassen sich die Parkettierungsprobleme auch durch Ausprobieren lösen. Die günstigste Bezugsquelle (Stand Oktober 2015) ist die Firma Betzold. Angeboten werden 5 Sätze zum Preis von 15,99 € (http://www.betzold.de/pentominos/p-9882.html).

Die Aufgaben 1 bis 3 beschäftigen sich mit Pentominos und Parkettierungsproblemen.
In den Aufgaben 4 bis 6 geht es um Hexominos. Wobei sich Aufgabe 6 mit dem Spezialfall des Würfelnetzes beschäftigt.
Zum Abschluss erfolgt noch eine Erweiterung auf Oktominos in den Aufgaben 7 und 8.

Mit dem vorhandenen Material können so dann auch die schnell arbeitenden Schülerinnen und Schüler über die für die Thematik zur Verfügung stehende Zeit arbeiten und beliebig selbstständig Aufgaben entwickeln, z. B. wie viele Hexominos oder Oktominos gibt es, gibt es eine Formel für die Anzahl eines Polyominos,… ?

Hintergrundinformationen zu Pentominos sind zu finden unter der Adresse
http://www.mathe-online.at/materialien/maria.koth/files/Pentominos_Infotext.pdf .



Aufgabe 1

Pentominos sind die Figuren, die man aus je fünf gleichgroßen aneinander liegenden Quadraten bilden kann. 
Finde alle Pentominos und zeichne sie auf.


Lösungshinweis:

Es gibt davon zwölf verschiedene Typen, die die folgende Abbildung zeigt:



[image: ]

Wenn man Pentominos zum Auslegen (Parkettieren) von Flächen verwendet, dann darf man sie beliebig drehen und umklappen.


Mögliche Erweiterungen der Aufgabe:

Zwei Arbeitsblätter, mit denen gleich Pentominos identifiziert werden sollen, werden angeboten unter der Adresse (Stand November 2015)
http://pikas.dzlm.de/upload/Material/Haus_7_-_Gute_-_Aufgaben/UM/Pentominos_neu/Lehrer-Material/H7_Pentominos_AB.pdf



Aufgabe 2  (Olympiadeaufgabe 410624)

Die Abbildung  zeigt dir jeweils alle zwölf Pentominoformen vergrößert (die Seitenlängenlängen wurden verdoppelt). 
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a) Lege jetzt jede vergrößerte Pentominoform durch geeignete Pentominos der ursprünglichen Größe aus. Du kannst dabei Formen auch mehrfach verwenden.
[image: ]
b) Die Abbildung zeigt dir neun der zwölf vergrößerten Pentominoformen. Es gibt ein kleines Pentomino, mit dem man alle neun auslegen kann. Finde das Pentomino und gib jeweils eine Auslegung an.



c) Sechs der zwölf Pentominoformen sind symmetrisch zu einer Symmetrieachse. Bestimme diese.
Zeige jeweils durch ein Beispiel, dass sich die vergrößerten Formen von vier dieser symmetrischen Pentominoformen auch symmetrisch parkettieren lassen.
Begründe, warum dies für die restlichen Formen nicht möglich ist.





Lösungshinweis:

a) Die folgende Abbildung zeigt die Parkettierung aller 12 Pentominos. Auch andere Parkettierungen sind möglich, es konnten hier nicht alle Möglichkeiten aufgeführt werden. 
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b) Die Parkettierung mit Pentominos eines Typs ist für neun Pentominoformen möglich. In der folgenden Abbildung sind Möglichkeiten dargestellt. Natürlich gibt es auch noch andere, die zum Teil in den anderen Abbildungen zu finden sind. Die geforderte Bedingung können nur für die Pentominos 2, 5 und 9 nicht erfüllt werden.



c) Symmetrisch sind 1, 2, 5, 6, 7, 8.

Für die Pentominos 2 und 5 verläuft die Symmetrieachse diagonal durch die kleinen Quadrate; die vergrößerten Formen können somit nicht symmetrisch parkettiert werden.

Für die Pentominos 1, 6, 7 und 8 ist eine symmetrische Parkettierung möglich und in der folgenden Abbildung ersichtlich:
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Aufgabe 3  (Olympiadeaufgabe 480514 mit Olympiadeaufgabe 410514)

a) Lege ein 6x6 – Quadrat, d. h. ein Quadrat mit der Seitenlänge von sechs Kästchen mit sieben verschiedenen Pentominos aus. (Eines der Kästchen muss dabei frei bleiben. Warum?)

b) Gelingt es dir, das 6x6 – Quadrat so auszulegen, dass das frei bleibende Kästchen eines der vier innersten Quadrate ist?

c) Jetzt ist ein 9x9 – Quadrat mit Pentominos auszulegen. Warum muss auch hier ein Kästchen frei bleiben? Warum musst du, wenn du das 9x9 – Quadrat mit Pentominos füllen willst, mit Sicherheit mindestens einen Typ der Pentominos mehrfach verwenden?

d) Finde eine Parkettierung des 9x9 – Quadrats, bei der das freie Kästchen genau in der Mitte liegt, bei der du alle zwölf Typen Pentominos verwendest und bei der du höchstens zwei Typen mehrfach einsetzt.

e) Gelingt es dir, alle zwölf Pentominos zu einem Rechteck zusammenzulegen? Welche Seitenlänge hat dein Rechteck.


Lösungshinweis:

Mögliche Lösung zu a) und b):
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c) Da das 9x9 – Quadrat 81 Kästchen umfasst und da 81 beim Teilen durch 5 den Rest 1 lässt, muss genau ein Kästchen frei bleiben.
Da 16∙5 = 80 ist, werden zur Überdeckung 16 Pentominos benötigt. Da es aber nur 12 verschiedene Typen gibt, muss mindestens ein Typ mehrfach verwendet werden.

d) Mögliche Lösung:
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e) [image: ]Es gelingt, alle Pentominos zu einem Rechteck zusammen zu legen. Da die zwölf Pentominos aus ingesamt 12∙5 = 60 Quadraten bestehen, kann das Rechteck nur eine der folgenden Seitenkombinationen haben:
3∙20 = 4 ∙15 =  5∙12 = 6∙10 = 60. Die Kombination 1∙60 und 2∙30 sind nicht möglich, weil mehrere Pentominos die Ausdehnung von 3 Quadraten sowohl in Höhe als auch in Breite besitzen und somit nicht in eins dieser Rechtecke gelegt werden könnten.
Für die Lösung 6∙10 ist hier eine Lösung angegeben:



Mögliche Erweiterungen der Aufgabe:

Im Internet gibt es viele Arbeitsblätter mit Figurvorlagen, die mit Pentominos ausgelegt werden können. 

Ein Beispiel ist die Seite
http://pikas.dzlm.de/upload/Material/Haus_7_-_Gute_-_Aufgaben/UM/Pentominos_neu/Lehrer-Material/Lernumgebung/H7_Pentominos_Aufgabe1.pdf.
Auf dieser Seite sind auch Lösungen enthalten. (Stand November 2015)
Passend zu den Arbeitsblättern gibt es Vorlagen für die Pentominos zum Ausschneiden in der richtigen Größe unter der Adresse
http://pikas.dzlm.de/upload/Material/Haus_7_-_Gute_-_Aufgaben/UM/Pentominos_neu/Lehrer-Material/Lernumgebung/H7_Pentominos_Vorlage15x15.pdf .

Viele weitere Figuren werden unter http://www.pentoma.de/wp-content/uploads/Vorlagen.pdf angeboten. Die zugehörigen Lösungen  sind unter http://www.pentoma.de/pentomino-figuren-uebersicht/ zu finden. (Stand November 2015)



Aufgabe 4 (Olympiadeaufgabe 410514 bzw. 410612)

Man kann nun durch Anfügen eines weiteren Quadrates Hexominos bilden (es gibt übrigens 35 Hexominos). Aus den Pentominos 1 und 4 kannst du durch Hinzufügen eines weiteren Kästchens dasselbe Hexomino erhalten; auch bei Hexominos gelten seitenverkehrte Figuren als gleich.
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a) Zeichne zwölf weitere Paare von Pentominos, die jeweils das gleiche Hexomino ergeben. Alle so erhaltenen Hexominos sollen verschieden sein.

b) Gibt es ein Hexomino, das sich nicht aus zwei verschiedenen Hexominos erzeugen lässt?


Lösungshinweis:

a)
[image: ]

b) Es gibt mindestens ein Hexomino, das mit Sicherheit nicht aus zwei verschiedenen Pentominos erzeugt werden kann. Es ist
[image: ]

Aufgabe 5 (Olympiadeaufgabe 500623)

Gegeben sind nun folgende sechs Hexominos.
[image: ]
a) Lege aus Teilen zweier verschiedener Hexominos ein Rechteck, das 12 Kästchen groß ist. 

b) Lege aus Teilen mindestens zweier verschiedener Formen ein Rechteck, das 18 Kästchen groß ist; gib hierfür zwei unterschiedliche Möglichkeiten an.

c) Ein Quadrat soll mit mehreren Teilen mit der gleichen Form ausgelegt werden. Von den sechs gegeben Hexominos ist das für genau vier Formen möglich. Finde sie und gib jeweils das kleinste zugehörige Quadrat mit der Auslegung an.

d) Lege aus sechs Hexominos ein Quadrat; dabei müssen vier verschiedene Hexominos vorkommen. Auf jeden Fall musst du das sechste Hexamino der Abbildung verwenden.


Lösungshinweis:

a) Für das Rechteck von 12 Kästchen gibt es nur eine Möglichkeit, die hier abgebildet ist:
 
         [image: ]

b) Für die Rechtecke von 18 Kästchen Inhalt gibt es mehrere Möglichkeiten, z. B.:

[image: ]

c) Dies sind die vier Quadrate:


[image: ](4)
(3)
(2)
(1)

Das erste Quadrat besteht aus sechs Hexominos und hat eine Kantenlänge von 6 Kästchenlängen.
Das zweite Quadrat hat ebenfalls eine Kantenlänge von 6 Kästchenlängen und besteht aus 6 Formen.
Das dritte Quadrat besteht aus 24 Formen und hat eine Kantenlänge von 12 Kästchenlängen.
Das vierte Quadrat besteht aus 24 Formen und hat ebenfalls eine Kantenlänge von 12 Kästchenlängen.

d) Mögliche Lösung: 
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[image: ]Aufgabe 6 (Olympiadeaufgabe 410524 und 410534)

Die Hexominos aus denen man durch Zusammenkleben Würfel bauen kann, heißen Würfelnetze. Es gibt verschiedene Würfelnetze. Das bekannteste ist hier abgebildet:

a) [image: ]Finde alle Hexominos, die auch Würfelnetze sind und zeichne sie auf.

b) Um daraus einen Würfel zu basteln, müssen Kanten zusammengeklebt werden. In der Abbildung ist für eines der Würfelnetze gezeigt, welche Kantenpaare jeweils aneinandergeklebt werden müssen. Die aneinander zu klebenden Kanten sind durch gleiche Buchstaben gekennzeichnet, man könnte auch gleiche Farben benutzen.
Markiere in deinen Würfelnetzen die Kantenpaare, die zusammengeklebt werden müssen durch die gleiche Farbe. 

c) Wenn man einen Würfel wieder aufschneidet, um ein Würfelnetz zu erhalten, muss man an sieben Kanten aufschneiden. Erkläre dies.


Lösungshinweis:

a) Die Darstellung zeigt alle 11 Würfelnetze.
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b) Für jedes Würfelnetz ist die Kennzeichnung der Kanten eindeutig, so dass hier auf eine Darstellung verzichtet wird.

c) Mögliche Lösungen:
1: Ein Würfel hat 12 Kanten. Wenn alle sechs Flächen noch zusammenhängen sollen, müssen 5 Kanten unaufgeschnitten bleiben. Also müssen 7 Kanten aufgeschnitten werden.
2: Der Umfang des Würfelnetzes wird aus genau 14 Quadratenseiten gebildet. Jeweils 2 davon waren vorher miteinander verbunden, als es noch ein Würfel war. Man hat also 14:2 = 7 Kanten des Würfels aufgeschnitten.



Aufgabe 7 (Olympiadeaufgabe 500614)

[image: ]In einem Puzzle gibt es acht verschiedene, rechtwinklige, flächengleiche Formen, die jeweils 8 Kästchen (Oktominos) umfassen. Von jeder Form sind ausreichend viele Teile vorhanden, die auch gedreht und umgeklappt verwendet werden dürfen.


a) Wähle drei verschiedene Oktominos aus und lege daraus ein Rechteck. Finde zwei Möglichkeiten, in denen alle drei Oktominos unterschiedlich sind.

b) Wie viele dieser Rechtecke aus a) benötigst du, um daraus das kleinstmögliche Quadrat zu legen? Wie groß ist die Seitenlänge dieses Quadrates?

c) [bookmark: _GoBack]Lege ein Quadrat (12x12-Kästchen) mit nur zwei verschiedenen Puzzle – Formen aus; sie müssen nicht in der gleichen Anzahl vorkommen. Gib zwei Möglichkeiten an, in denen nicht die beiden gleichen Puzzle – Formen verwendet werden.

d) Wähle fünf verschiedene Formen aus und lege aus diesen fünf Teilen ein Rechteck.

e) Lege aus acht verschiedenen Oktominos ein Quadrat. 


Lösungshinweis:

a) Drei Oktominos haben einen Flächeninhalt von 3∙8 = 24 Kästchen. Mögliche Seitenlängen für das Rechteck sind 1x24, 2x12, 3x8 und 4x6.
1x24 entfällt, weil alle gegebenen Oktominos breiter sind. 2x12 entfällt, weil nur zwei Oktominos der Breite 2 vorhanden sind. Das 3x8 Rechteck kann man nicht mit drei verschiedenen Oktominos auslegen, man braucht immer eine Form doppelt. 
Für das 4x6 Rechteck sind mögliche Lösungen abgebildet:
[image: ]

b) [image: ]Da  gilt, ist  die kleinste Quadratzahl als Vielfaches von 24, und man kann aus sechs dieser Rechtecke ein Quadrat legen, wie die folgende Abbildung zeigt. Die Seitenlänge eines Quadrats beträgt 12 Kästchenlängen.



c) Mögliche Lösungen

[image: ]



d) Mögliche Lösungen
[image: ]

e) Eine mögliche Lösung:
     [image: ]



Aufgabe 8 (Olympiadeaufgabe 500632)

a) Ein Quadrat (8x8 – Kästchen) soll mit Oktominos einer einzigen Form vollständig ausgelegt werden. Zeichne zwei verschiedene Möglichkeiten mit unterschiedlichen Formen.

b) Nun soll ein Quadrat (8x8 – Kästchen) mit Teilen zweier verschiedener Formen ausgelegt werden; sie müssen nicht in der gleichen Anzahl vorkommen. Zeichne vier Möglichkeiten, die sich untereinander jeweils in mindestens einer der verwendeten Formen unterscheiden.

c) Schließlich soll ein Quadrat (8x8 – Kästchen) mit Teilen aus vier verschiedenen Formen ausgelegt werden; sie müssen nicht in der gleichen Anzahl vorkommen. Zeichne zwei Möglichkeiten, die nicht in allen vier verwendeten Formen übereinstimmen. 


Lösungshinweis:

a) Mögliche Lösungen:
[image: ]

b) Mögliche Lösungen:
[image: ]

c) Mögliche Lösungen:
[image: ]
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