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	Mathematik-Olympiaden e. V.
Flächenmessung durch Zerlegung






[bookmark: _GoBack]Durch Zerlegungen lassen sich Flächeninhalte ebener Figuren oft leicht berechnen. Dieses Modul soll Schülerinnen und Schüler dazu befähigen, Flächeninhalte auf diese Art und Weise zu bestimmen.
Im ersten Teil des Moduls geht es um das (zeichnerische) Zerlegen vorgegebener Figuren.    Selbstverständlich kann das Zerlegen auch praktisch durchgeführt werden, d.h. die Figuren können aufgezeichnet und dann zerschnitten werden. Die Schülerinnen und Schüler können hier ein Gefühl für geschickte Zerlegungen bekommen und lernen, dass die offensichtliche Zerlegung nicht immer die ist, die zum Ziel führt. Außerdem werden Grundbegriffe wiederholt: Geraden, deckungsgleiche Figuren, gleichschenklige, rechtwinklige Dreiecke, Vierecke, Parallelogramme, Rechtecke, Quadrate.
Der zweite Teil des Moduls beinhaltet Aufgaben zur Bestimmung von Flächeninhalten ebener Figuren. Dabei sind zunächst Einheitsquadrate oder Längeneinheiten vorgegeben. Die letzte Aufgabe dieses Moduls arbeitet dann mit der allgemeinen Seitenlänge a.



Zeichnerisches Zerlegen


[image: ]
Olympiadeaufgabe 460435


Aufgabe:

Gegeben sei die graue Figur:

a) Zeichne einen Schnitt in der grauen Fläche ein, um mit den entstandenen Teilfiguren das Rechteck auslegen zu können.
[image: ]
b) 
Zerlege die Figur mit zwei Schnitten in drei Teile, so dass du die Figur auslegen kannst.

[bookmark: _MON_1384171678]


Lösungsvorschlag:
a)
[image: ]
b) 
[image: ]


Anmerkungen zur Aufgaben und  zum Einsatz:

Zu dieser Aufgabe werden zwei unterschiedliche Hilfen angeboten. In der Datei „Zerlegung_Hilfe_1_460435.docx” liegen zwei Blätter vor, auf denen die Ausgangsfigur zum Ausschneiden angeboten wird. Die Hilfe „Zerlegung_Hilfe_2_460435.docx” stellt die Formen auf einem Quadratraster dar, so dass die Schülerinnen und Schüler sie gut kopieren können und dann die eigene Kopie ausschneiden können. Dadurch wird einerseits das sorgfältige Zeichnen gefordert, andererseits entfällt für die Schule der Kopieraufwand. Die Hilfekarten sind alternativ einzusetzen.


Mögliche Erweiterungen der Aufgabe

Die beiden Teilaufgaben wurden gelöst, indem die Teile gedreht und verschoben wurden. Dadurch wird die Fläche der Zielfigur mit grauen Teilen ausgelegt. Wenn man auch erlaubt, dass die Teile umgedreht (gespiegelt) werden dürfen, reicht bei Aufgabenteil b) ein Schnitt, und zwar der waagerechte aus dem Lösungsvorschlag.



Olympiadeaufgabe 450412


Aufgabe:

Die in der Abbildung gezeichneten Flächen sollen jeweils durch genau eine Gerade zerlegt werden. Dabei sollen die darunter angegeben Flächen entstehen.

[image: ]










Lösungsvorschlag:

[image: ]



Olympiadeaufgabe 450713


Aufgabe:

a) In einem Rechteck ist die eine Seite doppelt so lang wie die andere. Zerlege das Rechteck in 4 gleichschenklige, nicht rechtwinklige Dreiecke.
b) Ein Quadrat soll vollständig in 12 gleichschenklige, nicht rechtwinklige Dreiecke zerlegt werden.
c) Zerlege ein Quadrat in 10 gleichschenklige, nicht rechtwinklige Dreiecke.
d) Zerlege ein Quadrat in 11 gleichschenklige Dreiecke.


Lösungsvorschlag:

[image: ]


Anmerkungen zur Aufgaben und  zum Einsatz:

Die Datei „Zerlegung_Hilfe_450713.docx“ enthält Arbeitsblätter mit vorgegebenen Rechtecken bzw. Quadraten, in die die Schülerinnen und Schüler die Zerlegungen eintragen können.
Die Datei „Zerlegung_Info_450713.docx“ enthält Informationen zu den Begriffen „gleichschenklig“ und „rechtwinklig“. Sie kann eingesetzt werden, wenn die Begriffe den Schülerinnen und Schülern noch nicht bekannt sein sollten, oder zur Wiederholung der Begriffe. 



Olympiadeaufgabe 470712 a)


Aufgabe:
[image: ]
Die Abbildung zeigt eine Figur, die aus 12 deckungsgleichen Quadraten besteht, von denen vier grau gefärbt sind. Zerlege diese Figur entlang der Quadratseiten so in deckungsgleiche Teilfiguren, dass jede dieser Figuren genau ein graues Quadrat enthält (dies muss nicht bei allen Teilfiguren an derselben Stelle liegen müssen).
Als Lösung genügt eine Zeichnung.

[image: ]
Lösungsvorschlag:









Anmerkungen zur Aufgaben und  zum Einsatz:

Zu dieser Aufgabe gehören gestaffelte Hilfen, die sich in der Datei „Zerlegung_Hilfe_470712a.docx“ befinden. Die Hilfen 3 und 4 erlauben den Schülerinnen und Schülern, die Zerlegung durch eigenes Handeln durchzuführen, und müssen in genügend großer Anzahl kopiert werden.

 






Olympiadeaufgabe 480713


Aufgabe:
[image: ]
Zeichne das auf einem Quadratraster abgebildete gleichschenklige Trapez auf ein Stück Papier und zerschneide es in die angegebenen sechs Teile. Lege jeweils aus allen diesen sechs Teilen
a) ein Rechteck, das kein Quadrat ist,
b) ein Parallelogramm, dass kein Rechteck ist,
c) ein rechtwinkliges Dreieck
Dabei dürfen die Teile auch umgedreht werden.
Die Aufgabe ist vollständig gelöst, wenn jeweils eine Möglichkeit gezeichnet wurde.
Bestimme den Flächeninhalt des Trapez. Erkläre mit Hilfe welcher der Figuren aus den Aufgabenteilen a) bis c) die Lösung am einfachsten zu ermitteln ist.


Lösungsvorschlag:

[image: ]
    Der Flächeninhalt beträgt 12 Flächeneinheiten. Dies kann mit Hilfe der Einheitsquadrate   
    abgezählt werden. Beim Rechteck kann man dies Ergebnis sehr einfach mit der Formel: 
    A = a·b überprüfen.




Flächeninhalte bestimmen


Olympiadeaufgaben  440532, 440613, 440623 b), 440633 a), b)

Bei dieser Aufgabe handelt es sich um eine Zusammensetzung von Aufgaben aus der Mathematikolympiade von der ersten bis zur dritten Runde, d.h. der Anspruch steigert sich von Teilaufgabe zu Teilaufgabe. Diese Steigerung ermöglicht es in einer Lerngruppe den Schülerinnen und Schülern, in ihrem Tempo das Vorwärtskommen zu bestimmen.


[image: ]Aufgabe:

a) Das in der Abbildung gegebene Quadrat hat einen Flächeninhalt von 16 Kästchen (Einheitsquadraten). Bestimme den Flächeninhalt der
grauen Fläche.



b) [image: ]Das große Quadrat in der Abbildung hat einen Flächeninhalt von 36 Kästchen. Bestimme den Flächeninhalt der grauen Fläche.



[image: ]
c) Das große Rechteck in der Abbildung hat einen Flächeninhalt von 7∙6 = 42 Kästchen. Bestimme den Flächeninhalt der grauen Fläche.






d) [image: ]In der Abbildung hat das Quadrat einen Flächeninhalt von 
7∙7= 49 Kästchen. Die Spitze des grauen Parallelogramms berührt die Quadratseite. Bestimme den Flächeninhalt des grauen Parallelogramms.





[image: ]
e) In der Abbildung hat das Quadrat einen Flächeninhalt von 49 Kästchen, und die  graue Fläche berührt die Quadratseiten mit ihren Spitzen. In die graue Fläche ist ein weißes Quadrat einbeschrieben. Bestimme die grau gefärbte Fläche.









[image: ]
f) Bestimme in der Abbildung den Flächeninhalt der graugefärbten Fläche.








Lösungsvorschlag:

a) Die graue Fläche besteht aus einem Quadrat und einem Dreieck, das genau die Hälfte dieses Quadrates darstellt: A = 2∙2 + 2 = 6 Kästchen. 

b) Die Fläche kann unterschiedlich bestimmt werden. 

Die graue Fläche besteht aus vier Dreiecken, von denen jeweils zwei zu einem Quadrat zusammengesetzt werden. Kästchen. 

Die weiße Fläche besteht aus einem Rechteck und vier Dreiecken. Als Differenz ergibt sich dann: Kästchen.

c) [image: ]Auch hier gibt es verschiedene Lösungsmöglichkeiten. Z. B. kann man die graue Fläche in vier Dreiecke zerlegen, von denen die gegenüberliegenden jeweils zu einem Rechteck zusammengefügt werden können. A = 11 Kästchen. Oder man erkennt, dass die graue Fläche den Randstreifen von 22 Kästchen halbiert.

d) 

Auch hier gibt es verschieden Lösungswege. Z.B. kann man den Flächeninhalt der weißen Fläche (2∙2 Dreiecke) von der Gesamtfläche subtrahieren: Kästchen. 
Alternativ kann die graue Fläche zerlegt werden. Die Abbildung zeigt eine  solche Zerlegung. Kästchen.


e) [image: ]Man erhält hier, dass die äußeren weißen Dreiecke zusammen einen Inhalt von 12 Kästchen aufweisen. Das zentrale Quadrat hat einen Inhalt von 9 Kästchen. Also weist die graue Fläche einen Inhalt von 49 – 12 – 9 = 28 Kästchen auf.

f) 
Da sich das innere graue Parallelogramm in zwei Flächen (1) und (2) zerlegen lässt gilt für seinen Flächeninhalt Kästchen.

Anders argumentiert: Die Fläche stellt die Hälfte des inneren Rechtecks dar, also ist auch ihr Inhalt halb so groß. Da das innerste Rechteck die Seitenlängen 2 und 3 hat, gilt Kästchen.

Der graue Ring lässt sich in zwei Flächen (3) und in zwei Flächen (4) zerlegen lässt, und da sich die zwei Flächen (3) zu einem Rechteck mit dem Inhalt (1·3) Kästchen und die zwei Flächen (4) zu einem Rechteck mit dem Inhalt 4 Kästchen zusammenlegen lassen, gilt für den Inhalt des grauen Rings Kästchen.
Damit ergibt sich als Inhalt der gesamten grauen Fläche 10 Kästchen.


Anmerkungen zur Aufgaben und  zum Einsatz:

Da die Figuren auf einem Quadratraster vorgegeben sind, können die Schülerinnen und Schüler sie leicht auf Papier übertragen. Die erforderlichen Zerlegungen können dann durch Ausschneiden und neues Zusammenlegen praktisch ausgeführt werden.



Olympiadeaufgaben 450614, 450624, 450635
[image: ] 

Aufgabe:

a) Bestimme den Flächeninhalt des gezeigten Buchstaben A in den unterlegten (quadratischen) Flächeneinheiten.
b) Zerlege das A so in fünf Teilflächen, dass du daraus ein flächengleiches Quadrat zusammenlegen kannst.


c) [image: ]Bestimme den Flächeninhalt des gezeigten Buchstaben F in den unterlegten (quadratischen) Flächeneinheiten. 
d) Zerlege das F so in vier Teilflächen, dass du daraus ein flächengleiches Quadrat zusammenlegen kannst.





e) [image: ]Bestimme den Flächeninhalt des gezeigten Buchstaben Z in den unterlegten (quadratischen) Flächeneinheiten.


f) Zerlege Z so in sechs Teilflächen, dass Du daraus ein flächengleiches Quadrat zusammenlegen kannst.





[image: ]
g) Zerlege den Flächeninhalt des gezeigten Buchstabens M in den unterlegten (quadratischen) Flächeneinheiten.
h) Zerlege das M so, in acht Teilflächen, dass du daraus ein flächeninhaltsgleiches Quadrat legen kannst.







[image: ]Lösungsvorschlag:

a) Die Abbildung zeigt eine Möglichkeit, den Buchstaben A in Rechtecke zu zerlegen, als Flächeninhalt ergibt sich 
F = 20 + 12 + 12 + 20 = 64 Kästchen.





b) [image: ]Das flächengleiche Quadrat muss eine Seitenlänge von 8 haben. Die Abbildung zeigt eine mögliche Zerlegung.





[image: ]
c) Die Abbildung zeigt eine mögliche Zerlegung des Buchstabens F in Rechtecke, damit ergibt sich als Flächeninhalt F = 36 Kästchen.






[image: ]
d) Das flächengleiche Quadrat muss eine Seitenlänge von 6 haben. Die Abbildung zeigt eine mögliche Zerlegung.





e) [image: ]Einfacher als die Fläche des Buchstabens Z in Teilflächen zu zerlegen, ist es das „Z“ umhüllende Quadrat zu betrachten. Dieses hat eine Kantenlänge von 10 und damit einen Flächeninhalt von 100 Kästchen. Die überschüssige Fläche sind zwei deckungsgleiche Dreiecke, die zu einem Quadrat mit der Kantenlänge 6 zusammengelegt werden können. Damit hat es einen Flächeninhalt von 36 Kästchen, Der Flächeninhalt des Buchstaben Z beträgt also F = 100 – 36 = 64 Kästchen.
Die Abbildung zeigt eine mögliche Zerlegung von Z. Auch hier ergibt sich ein Flächeninhalt von 64 Kästchen. 
[image: ]
f) Das zu Z flächengleiche Quadrat hat eine Kantenlänge von 8. Die Abbildung zeigt eine mögliche Zerlegung.







g) [image: ]Auch hier kann um das M ein Quadrat mit einer Kantenlänge von 10 und einem Flächeninhalt von 100 Kästchen gelegt werden. Die vom M nicht überdeckte Fläche besteht aus drei Dreiecken die zu einem Quadrat mit dem Flächeninhalt von 36 Kästchen zusammengelegt werden können. Folglich hat M einen Flächeninhalt von 
F = 64 Kästchen.
Die Abbildung zeigt eine direkte Zerlegung von M und auch hier ergibt sich ein Flächeninhalt von F = 64 Kästchen.
[image: ]
h) Das flächengleiche Quadrat hat eine Kantenlänge von 8 LE. Die Abbildung zeigt eine mögliche Lösung.






Anmerkungen zur Aufgaben und  zum Einsatz:

Auch hier können die Schülerinnen und Schüler durch eigenes Aufzeichnen die Zerlegungen praktisch durchführen.



Olympiadeaufgabe 430624


Die beiden abschließenden Aufgaben dieses Moduls haben einen höheren Schwierigkeitsgrad, da die Figuren nicht mehr auf einem Quadratraster gegeben sind. Bei Bedarf können sie von den Schülerinnen und Schülern in das Heft maßstabsgetreu übertragen werden. Leistungsstärkere Schülerinnen und Schüler sollten die Aufgaben ohne eine solche Hilfestellung lösen.

[image: ]

Aufgabe:

In einem Rechteck liegt ein anderes Rechteck. Die Lage und die Maße sind in der Abbildung angegeben.
Bestimme den Flächeninhalt des grauen Rechtecks.
Das Ergebnis darf nicht durch Abmessen oder Abschätzen gewonnen werden, sondern du musst es aus den gegebenen Größen und Bedingungen herleiten.

[image: ]
Lösungsvorschlag:

Das gegebene große Rechteck hat den Flächeninhalt F = (8 + 3)·8 = 88. Wie die Abbildung zeigt, ist es aus vier gleichschenkligen Dreiecken und dem grauen Rechteck zusammengesetzt. Kennt man die Flächeninhalte der Dreiecke, kann durch Subtraktion der Flächeninhalt des grauen Rechtecks bestimmt werden. Der Flächeninhalt der gleichschenkligen Dreiecke ist die Hälfte des zugehörigen Quadrates. Die Flächeninhalte der Dreiecke sind: 
F1 = 0,5·8·8 = 32, 
F2 = 0,5·3·3 = 4,5, 
F3 = 0,5·5·5 = 12,5 
F4 = 2·0,5 ·6·6 = 9. 
Also ist der Flächeninhalt des grauen Rechtecks F = 88 – (32 + 4,5 + 12,5 + 9) = 30.


Anmerkungen zur Aufgaben und  zum Einsatz:

Zu dieser Aufgabe werden gestaffelte Hilfen angeboten, die für Schülerinnen und Schüler gedacht sind, die die Aufgabe ohne Verwendung eines Quadratrasters lösen wollen. Die Hilfen sind in der Datei „Zerlegung_Hilfe_430624.docx“ zu finden.






Olympiadeaufgabe 470712 b)





Die abschließende Aufgabe hat einen nochmals höheren Schwierigkeitsgrad, da mit einer allgemeinen Seitenlänge gearbeitet wird. Sie kann jedoch bei Bedarf durch die Vorgabe eines konkreten Wertes für (z. B.  oder ) vereinfacht werden. Eventuell führt die Lösung mit konkreten Werten die Schülerinnen und Schüler auch zur allgemeinen Lösung 



Aufgabe:

Zum Verständnis des Aufgabentextes dieser Aufgabe musst du wissen, dass im rechtwinkligen Dreieck die beiden Seiten, die den rechten Winkel einschließen, Katheten heißen und die Seite, die die dem rechten Winkel gegenüberliegt, Hypotenuse.
[image: ]


Die Abbildung zeigt ein Quadrat mit der Seitenlänge a. Von diesem Quadrat werden zwei Dreiecke abgeschnitten und zwei rechtwinklige Dreiecke herausgeschnitten. Diese Dreiecke sind in der Abbildung grau gefärbt. Die jeweils kürzere Kathete dieser Dreiecke habe die Länge . Ermittle den Inhalt der nicht grau gefärbten Restfläche in Abhängigkeit von .


Lösungsvorschlag:




Zwei der grau gefärbten Dreiecke haben die Seitenlänge  und . Sie lassen sich zu einem Rechteck mit dem Flächeninhalt  FE zusammenfügen.



Die beiden anderen Dreiecke haben die Seitenlängen  und . Auch sie können zu einem Rechteck zusammengelegt werden.  Es hat den Flächeninhalt  FE.

Damit ergibt sich der gesuchte Flächeninhalt:  FE. 


Anmerkungen zur Aufgaben und  zum Einsatz:

Zu dieser Aufgabe ist eine Hilfedatei mit dem Namen „Zerlegung_Hilfe_470712b.docx“ verfügbar.
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