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	Mathematik-Olympiaden e. V.
Geometrie  „Flächeninhalte und Umfänge“

Lehrerversion




In diesem Modul geht es um die Berechnung von Flächeninhalten und Umfängen. Dazu sollten die Schülerinnen und Schüler die Flächenformeln für Rechteck, Quadrat und rechtwinklige Dreiecke beherrschen.
In den ersten Aufgaben werden Flächen und Umfänge durch Zerlegung in gleich große, kleine Basisflächen (Quadrate, Rechtecke, Parallelogramme) gemessen. Die Schülerinnen und Schüler erfahren dabei, dass Flächengleichheit nicht Umfangsgleichheit bedeutet.
Erst in den weiteren Aufgaben werden Flächeninhalte berechnet.


Olympiadeaufgabe 380635 

In dieser Einstiegsaufgabe werden Flächeninhalte durch die Anzahl von Basisquadraten gemessen. Für die Bestimmung der Umfänge dient die Kantenlänge der Quadrate als Einheit. In diesem Maßsystem wird die Erfahrung gewonnen, dass trotz gleicher Flächeninhalte die Umfänge unterschiedlich sein können.


Aufgabe:
[image: ]
In dieser Aufgabe geht es um Vielecke, die in ein Quadratgitter eingezeichnet sind. Ihre Eckpunkte sind stets Gitterpunkte, ihre Kanten liegen stets auf Gitterlinien. Der Abstand zweier benachbarter Gitterpunkte beträgt 1 Längeneinheit (LE).
In der Abbildung hat die Figur A einen Umfang von 14 LE und einen Inhalt von 6 FE  (Flächeneinheiten), die Figur B hat einen Umfang von 10 LE und einen Inhalt von 4 FE.
Verwende zur Lösung der Aufgaben kariertes Papier.

a) Zeichne 8 verschiedene Vielecke, die eine Umfang von 12 LE besitzen, in ein 3x3-Quadrat passen und deren Inhalt kleiner als 9 FE ist. 

b)  Zeichne 6 verschiedene Vielecke, deren Umfang 12 LE und deren Inhalt 5 FE beträgt. (Hierunter dürfen sich auch Vielecke befinden, die bereits in Teilaufgabe a) gezeichnet wurden. )

c) Ermittle, wie groß der größte Flächeninhalt, den eine Figur mit einem Umfang von 50 LE besitzen kann. Begründe Deine Antwort.


Lösungshinweise: 

a) Hier sind acht Figuren abgebildet, die die Bedingungen erfüllen.
[image: ]

b) Hier sind sechs Figuren abgebildet, die die Bedingungen erfüllen.
[image: ]

c) Der größte Flächeninhalt, den ein solches Vieleck mit einem Umfang von 50 LE besitzen kann, beträgt 156 FE. Dieses Vieleck ist ein Rechteck mit den Seitenlängen 13 LE und 12 LE.
Begründung:
Jedes Vieleck mit einem Umfang von 50 LE, das in einem m x n –Rechteck mit gleichem Umfang untergebracht werden kann und das Einbuchtungen aufweist, hat offensichtlich einen kleineren Flächeninhalt als dieses Rechteck.
Unter allen Rechtecken mit einem Umfang von 2 (m + n) = 50 LE und ganzzahligen Seitenlängen hat das Rechteck mit den Seitenlängen 13 LE und 12 LE den größten Flächeninhalt, denn
24 ∙ 1 < 23 ∙ 2 < 22 ∙ 3 < ... < 14 ∙ 11 < 13 ∙ 12.



Olympiadeaufgabe 480534

In dieser Aufgabe befinden sich die zu untersuchenden Figuren zwar auch auf einem Quadratgitter, wegen der schrägen Linien sind die Quadrate aber nicht gut geeignet, um Messungen durchzuführen. Die Schülerinnen und Schüler müssen selbständig geeignete Basisfiguren (hier sind es gleichschenklige Dreiecke) finden.



Aufgabe:

a) Maria, Rebekka und Johanna suchen sich je eine der folgenden Figuren aus. Jedes der drei Kinder glaubt, die Figur mit dem größten Flächeninhalt gefunden zu haben. Entscheide du.
[image: ]

b) Maria, Rebekka und Johanna zeichnen Figuren und behaupten, dass ihre „gezeichneten Gleichungen“ (siehe Abbildung) stimmen. Stelle fest, ob die Flächeninhalte der Figuren diese Gleichungen wirklich erfüllen.
[image: ]
	
	
	




Lösungshinweise:

a) Die Flächen haben alle den gleichen Flächeninhalt. Man kann sie mit gleich großen und gleich vielen Dreiecken auslegen:
[image: ]


b) Durch Zerlegungen der Figuren können die gezeichneten Gleichungen überprüft werden.

(1) Die beiden Flächen sind gleich. Das Parallelogramm kann in zwei Dreiecke zerlegt werden. Durch Umlegen des rechten Dreiecks erhält man das große gesuchte Dreieck. 
[image: ]

(2) Die Zeichnung zeigt, dass beim Anlegen des kleinen Dreiecks an das große Dreieck nicht das Parallelogramm entsteht, sondern eine Figur, die größer ist als das Parallelogramm. Das grau gezeichnete Dreieck ist „zu viel“. Also gilt diese Gleichheit nicht.
[image: ]

(3) Diese beiden Figuren sind ebenfalls flächengleich. Zum Beispiel können beide bei geschickter Zerlegung zu gleich große Rechteck zusammengelegt werden. Das Gleichheitszeichen zwischen den beiden Flächen ist richtig.

[image: ]

Für jede der drei Figuren sind auch andere Zerlegungen oder Interpretationen, z.B. durch geschicktes Zerlegen oder Zusammensetzen und Zählen von Kästchen, zur Begründung möglich.




Olympiadeaufgabe 460515

Bei dieser Aufgabe bieten sich Rauten als Hilfsmittel zur Messung an. Zunächst sieht man nur dass es sich um Parallelogramme handelt. Da aber ihre Diagonalen senkrecht aufeinander stehen, sind es Rauten. Das erleichtert wegen der gleichen Seitenlängen die Messungen der Umfänge.


Aufgabe:
[image: ]
Gegeben ist ein Rechteck mit den Seitenlängen 6 cm und 9 cm (siehe Abbildung). Jede Seite wurde in sechs gleich große Abschnitte eingeteilt. Dadurch entstehen auf jeder Rechteckseite fünf Punkte. Diese Punkte sind in einer besonderen Weise miteinander verbunden worden.


Innerhalb des Rechtecks kann man nun fünf Parallelogramme finden, deren Eckpunkte auf den Rechteckseiten liegen. Eins dieser Parallelogramme wurde stärker umrandet.
a) Zeichne nun dieses Rechteck mit den Parallelogrammen selbst. Umrande jedes dieser Parallelogramme mit einer anderen Farbe.
b) Jede farbige Linie gibt jeweils den Umfang eines Parallelogramms an Vergleiche die Umfänge der fünf Parallelogramme miteinander: Was stellst Du fest?
c) Innerhalb des Linienzuges einer Farbe liegt der Flächeninhalt des Parallelogramms. Vergleiche den Flächeninhalt der fünf Parallelogramme.




Lösungshinweise:

a) Um die fünf Parallelogramme zu erkennen, wurden sie mit unterschiedlichen Farben dargestellt. 

[image: ]

b) Durch Zerlegung des Rechtecks sind zwei Arten gleichschenklinger Dreiecke an den Rändern und kleine Rauten (Rhomben) entstanden. (Der Nachweis, dass es sich um Rauten und um gleichschenklige Dreiecke handelt, wird von den  Schülerinnen und Schülern nicht erwartet.)
Die Seiten der Rauten sind demnach gleich lang, wir wollen sie a nennen. Nun kann man für die Umfangsbestimmung der eingezeichneten Parallelogramme die Seitenlängen a der Rauten einsetzen und sie zählen.

	Parallelogramm
	Linienfarbe
	Anzahl der Seitenlangen a
	Umfang

	1
	rot
	24
	24 a

	2
	grün
	24
	24 a

	3
	blau
	24
	24 a

	4
	orange
	24
	24 a

	5
	violett
	24
	24 a



Aus dieser  Untersuchung ergibt sich: Die eingezeichneten Parallelogramme haben alle den gleichen Umfang.

c) Auch für diese Untersuchung können die Rauten genutzt werden, da sich die Parallelogrammflächen komplett mit den Rautenflächen füllen lassen. Den Flächeninhalt einer Raute wollen wir 1 Flächeneinheit (1 FE) nennen.

	Parallelogramm
	Linienfarbe
	Anzahl der Rauten
	Flächeninhalt des Parallelogramms

	1
	rot
	
	20 FE

	2
	grün
	
	32 FE

	3
	blau
	
	36 FE

	4
	orange
	
	32 FE

	5
	violett
	
	20 FE





Die Flächeninhalte der Parallelogramme unterscheiden sich voneinander. Das mittlere Parallelogramm hat den größten Flächeninhalt.

Olympiadeaufgabe 460532

In dieser Aufgabe sind die Basisflächen echte Parallelogramme, da die Diagonalen nicht senkrecht aufeinander stehen. Bei gleicher Anzahl von Basisflächen ergeben sich nun unterschiedliche Umfänge. Das ist davon abhängig, wie viele kurze und lange Seiten des Basisparallelogramms den Umfang bilden.


Aufgabe:

[image: ]Gegeben ist ein Parallelogramm mit den Seitenlängen 6 cm und 9 cm (das Parallelogramm darf kein Rechteck ein). Jede Seite wird in sechs gleich große Abschnitte eingeteilt. Dadurch entstehen auf jeder Parallelogrammseite fünf Punkte. Diese Punkte sind in einer besonderen Weise miteinander verbunden. Die nicht maßstäbliche Abbildung zeigt ein solche Parallelogramm und die Verbindungen.
Innerhalb des großen Parallelogramms kann man nun fünf kleinere Parallelogramme finden, deren Eckpunkte auf den Parallelogrammseiten liegen. Eins dieser Parallelogramme wurde stärker umrandet.


a) Zeichne das große Parallelogramm mit den kleineren Parallelogrammen selbst. Umrande jedes dieser fünf Parallelogramme mit einer anderen Farbe.

b) Jede farbige Linie gibt jeweils den Umfang eines Parallelogrammes an. Die Umfänge der Parallelogramme sind verschieden. Welches Parallelogramm hat den kleinsten und welches Umfang? Begründe.

c) Innerhalb des Linienzuges einer Farbe liegt der Flächeninhalt des jeweiligen Parallelogramms. Welches Parallelogramm hat den kleinsten und welches den größten Flächeninhalt? Begründe.


Lösungshinweise:

a) [image: ]Um die fünf Parallelogramme zu erkennen, wurden sie in unterschiedlichen Farben dargestellt.

b) Durch Zerlegung des Parallelogrammes sind Dreiecke an den Rändern und kleine Parallelogramme entstanden. Die kleinen Parallelogramme sind alle gleich groß (dieser Nachweis wird von den Schülern nicht erwartet.). Diese kleinen Parallelogramme sollen die Seitenlängen a und b haben, wobei a die längere der beiden Seiten sein soll. Die Umfänge der (durch verschiedene Linienarten) eingezeichneten Parallelogramme setzen sich aus jeweils 24 Abschnitten zusammen, die aber unterschiedlich lang sind. Die Anzahl der vorkommenden Längen a und b sind hier entscheidend. Je mehr Abschnitte der Länge a vorkommen, desto größer wird der Umfang der eingezeichneten Parallelogramme.

	Parallelogramm
	Linienfarbe
	Anzahl der Seitenlangen a
	Umfang

	1
	rot
	
	

	2
	grün
	
	

	3
	blau
	
	

	4
	orange
	
	

	5
	violett
	
	



Den kleinsten Umfang hat das Parallelogramm 5 mit der violetten Linie, weil es den kleinsten Anteil an Seitenlängen a hat. Den größten Umfang hat das Parallelogramm 1 mit der roten Linie, weil es den größten Anteil an Seitenlängen a hat.

c) Auch für diese Untersuchung können die kleinen Parallelogramme genutzt werden, da sich die (durch verschiedene Linienarten) umrandeten Parallelogrammflächen komplett mit den kleinen Parallelogrammflächen füllen lassen. Den Flächeninhalt eines kleinen Parallelogramms wollen wir eine Flächeneinheit (1 FE) nennen.

	Parallelogramm
	Linienfarbe
	Anzahl der kleinen Parallelogramme
	Flächeninhalt

	1
	rot
	
	20 FE

	2
	grün
	
	32 FE

	3
	blau
	
	36 FE

	4
	orange
	
	32 FE

	5
	violett
	
	20 FE



Das mittlere eingezeichnete Parallelogramm 3 hat den größten Flächeninhalt, weil es die meisten der kleinen Parallelogramme enthält, nämlich 36 Stück. Die Parallelogramme 1 und 5 haben den kleinsten Flächeninhalt, da sie nur 20 kleine Parallelogramme enthalten. 



Olympiadeaufgabe 460522

Als Flächeneinheit wird in dieser Aufgabe ein Rechteck verwendet. Für den Umfang sind die unterschiedlichen Seitenlängen zu betrachten. Um die Basisrechtecke zu finden, müssen die Diagonalen der Raute als Hilfslinie eingezeichnet werden.
In Aufgabenteil c) werden die Rechtecke zu Quadraten, da die Ausgangsfigur selber ein Quadrat ist. 
[image: ]

Aufgabe:

Gegeben ist eine Raute (ein Rhombus). Jede Seite wurde in sechs gleich große Abschnitte eingeteilt. Dadurch entstehen auf jeder Rautenseite fünf Punkte. Diese Punkte sind so miteinander verbunden worden, dass fünf Rechtecke in der Raute entstehen (in der Abbildung wurde eines dieser Rechtecke sichtbar umrandet.) 

Umrande jedes dieser Rechtecke mit einer anderen Farbe oder anderen Linienart, so dass man erkennen kann, von welchen Rechtecken du jeweils sprichst.

a) Welches von den Rechtecken hat den kleinsten Umfang, welches den größten?

b) Bestimme den Flächeninhalt der fünf Rechtecke und ordne sie der Größe nach.
c) [image: ]Auch ein Quadrat ist eine Raute, und zwar eine spezielle. Wenn wir wieder die fünf Rechtecke einzeichnen, sieht das so aus wie in der Abbildung. Stimmen deine Ergebnisse aus a) und b) auch in diesem Fall? (Du solltest dich hier nicht auf Ausmessen verlassen!) 

Lösungshinweise:
[image: ]
Um die fünf Rechtecke zu erkennen, sind sie in unterschiedlichen Farben dargestellt.
a) Ausmessen liefert, dass das Rechteck mit der roten Linie den größten Umfang hat, das Rechteck mit der violetten den kleinsten. 

b) Auch für diese Untersuchung könnte gemessen werden; es ist hier aber sinnvoll und nahe liegend, die kleinen Basis-Rechtecke zu nutzen, aus denen die großen Rechtecke bestehen und die alle den gleichen Flächeninhalt ausweisen. Den Flächeninhalt eines solchen Basis-Rechtecks wollen wir 1 Flächeneinheit (1 FE) nennen. 

	Rechteck
	Linienfarbe
	Anzahl der Basis-Rechtecke
	Flächeninhalt
	Umfang

	1
	rot
	
	20 FE
	

	2
	grün
	
	32 FE
	

	3
	blau
	
	36 FE
	

	4
	orange
	
	32 FE
	

	5
	violett
	
	20 FE
	



Das mittlere eingezeichnete Rechteck hat den größten Flächeninhalt, weil es die meisten kleinen Rechtecke enthält.

c) Im Fall des Quadrates bleiben die Überlegungen zum Flächeninhalt bestehen – das mittlere Rechteck ist das flächengrößte -, da die Basis-Rechtecke nunmehr Basis-Quadrate sind, aber immer noch denselben Flächeninhalt aufweisen.
Alle fünf Rechtecke haben jetzt aber denselben Umfang, weil die Basis-Quadrate ja waagerecht und senkrecht dieselben Kantenlängen haben und jedes der Rechtecke einen Umfang von 24 dieser Basis-Kantenlängen aufweist.
Olympiadeaufgabe 460613

In dieser Aufgabe ist die zu untersuchende Figur durch eine Beschreibung gegeben. Sie ist daher zunächst zu konstruieren.


[image: ]Aufgabe:

Gegeben ist ein rechtwinkliges Dreieck ABC, wie in der Abbildung zu sehen ist. Dieses wird jeweils dreimal in Uhrzeigerrichtung um 90° um einen vorgegebenen Punkt gedreht. Die neu entstandenen Punkte werden entgegen dem Uhrzeigersinn fortlaufend bezeichnet.

Zuerst wird das Dreieck ABC nach der oben genannten Vorschrift um B gedreht, das neue Dreieck heißt dann BDE. Dieses Dreieck BDE wird nun entsprechend um D gedreht, das neu entstandene Dreieck heißt DFG. Das Dreieck DFG wird um G gedreht. Das neu entstandene Dreieck heißt CHG, weil ein Eckpunkt dieses Dreiecks auf den Punkt C des ersten Dreiecks abgebildet wird.

a) Führe diese Konstruktion für das vorgegebene Dreieck aus.

b) Es entsteht ein Streckenzug ABEDFGHCA. Wie lang ist dieser Streckenzug?

c) Wie groß ist der Flächeninhalt der vom Streckenzug eingeschlossenen Fläche? Gib ihn in Einheitsquadraten an.

d) Vergleiche den Flächeninhalt der umrandeten Figur mit dem Flächeninhalt des gegebenen Dreiecks ABC.


Lösungshinweise:

[image: ]

a) Entsprechend der Beschreibung ergibt sich die Figur in der linken Abbildung.


b) Der Streckenzug ABEDFGHCA ist in der mittleren Abbildung mit dicker Linie gekennzeichnet. Die Länge kann mit Hilfe der Kästchenlänge als eine Einheit angegeben werden. Damit ergibt sich eine Länge von 3 + 3 + 4 + 4 + 3 + 3+ 4 + 4 = 28 Einheiten.

c) Die eingeschlossenen Einheitsquadrate werden gezählt. Es sind 25 Einheitsquadrate.

d) Durch das Einzeichnen der zusätzlichen Linien kann man in der rechten Abbildung erkennen, dass das Dreieck ABC genau viermal innerhalb des Streckenzuges Platz findet und ein Kästchen in der Mitte dazu kommt. Dieses Kästchen ergibt sich, weil sich die Längen der senkrecht aufeinander stehenden Seiten um eine Einheit unterscheiden. Der Flächeninhalt des Streckenzuges ABEDFGHCA ist also genau ein Einheitsquadrat größer als der Flächeninhalt des Dreiecks ABC.


Mögliche Erweiterungen der Aufgabe:

Die Olympiadeaufgabe 460632 erweitert die vorliegende Aufgabe auf unterschiedlich große Ausgangsdreiecke. Insbesondere geht es darum, zu untersuchen, wie groß das mittlere Quadrat ist, das sich in Aufgabenteil c) zwischen den vier Dreiecken ergeben hat. Als Beispiel wird ein rechtwinkliges Dreieck betrachtet, bei dem die längere Kathete um drei Kästchen länger ist als die kürzere. In diesem Fall ergibt sich nach den Drehungen in der Mitte ein Quadrat mit der Kantenlänge drei.
[image: ][image: ]










[image: ]Die Schülerinnen und Schüler können weitere Beispiele selbständig wählen und dabei feststellen, dass offensichtlich immer die Differenz der Kathetenlängen die Größe des mittleren Quadrates bestimmt. 

Leistungsstarke Schülerinnen und Schüler können das durchaus begründen, denn es ist nur zu bemerken, dass nach jeder Drehung die kürzere Kathete des gedrehten Dreiecks parallel zu der längeren Kathete des Ausgangsdreiecks liegt und beide an der kürzeren Kathete des Ausgangsdreiecks anliegen.

Die gleiche Beobachtung kann man machen, wenn die Kathete b die längere Kathete ist.





Olympiadeaufgabe 460623

Die Aufgabe ist ähnlich zu der vorangehenden Aufgabe. Es handelt sich um einen anderen Drehpunkt, und zusätzlich werden Abhängigkeiten der Flächen von den Seitenlängen des Ausgangsdreiecks untersucht.


[image: ]Aufgabe:

Gegeben ist ein rechtwinkliges Dreieck ABC, wie in der Abbildung zu sehen ist. 
Dieses wird um 90° dreimal im Uhrzeigersinn um den Punkt B gedreht. Die neu entstandenen Punkte werden entgegen dem Uhrzeigersinn fortlaufend bezeichnet:
Das erste neue Dreieck heiße EBD, das zweite neue Dreieck GBF und das dritte neue Dreieck JBH.

Um die entstandene Figur wird entlang der Karolinien das kleinstmögliche Quadrat gezeichnet, in dem die Figur ganz enthalten ist.

a) Führe diese Konstruktion für das vorgegebene Dreieck aus.

b) Zeichne das beschriebene Quadrat und nenne es KLMN.

c) Wie groß ist der Flächeninhalt des Quadrates KLMN? Gib ihn in Einheitsquadraten (Karos) an.

d) Hängt die Seitenlänge des Quadrates von den gegebenen Seitenlängen b und c des gegebenen Dreiecks ABC ab? Wenn ja, gib diese Abhängigkeit an. Eine Begründung wird nicht verlangt.


[image: ]Lösungshinweise:

a) Entsprechend der Beschreibung ergibt sich die Figur in der Abbildung.






[image: ]


b) Die Abbildung zeigt das kleinstmögliche Quadrat KLMN, in dem die Figur aus den vier Dreiecken enthalten ist.



c) Die eingeschlossenen Einheitsquadrate (FE) werden gezählt. Es sind (8 ∙ 8 =) 64 FE.

d) Die Größe  des Quadrates KLMN hängt von der größeren der beiden Seitenlängen b und c ab (im gegebenen Fall ist das b). Allgemein kann man aus der Abbildung erkennen, dass die Seitenlänge des Quadrates das Doppelte der größeren der beiden gegebenen Seitenlängen b und c des Dreiecks ist.



Olympiadeaufgabe 520623

In dieser Aufgabe erfolgt der Übergang zu Berechnungen, bei denen als Basisgröße 1 cm² benutzt wird. Benötigt wird nur, dass der Flächeninhalt eines rechtwinkligen Dreiecks die Hälfte des Flächeninhaltes eines Rechtecks ist.


Aufgabe:

Die in der Abbildung dargestellte Figur zeigt ein Rechteck ABCD aus drei gleichgroßen Quadraten AEHD, EFGH und FBCG. Die Kanten der Quadrate sind jeweils 6 cm lang.

[image: ]

Die Strecke BD schneidet die Strecke EH im Punkt M so, dass die Strecke EM doppelt so lang ist wie die Strecke MH; entsprechend ist die Strecke GO doppelt so lang wie die Strecke OF.
Ermittle

a) den Flächeninhalt des Vierecks EFOM,

b) den Flächeninhalt des Dreiecks FBO,

c) den Flächeninhalt des Vierecks AFOD,

d) den Flächeninhalt des Dreiecks AMD,

Gib die Flächeninhalte in cm2 an.


Lösungshinweise:

Zunächst gilt: Jedes der drei Quadrate hat einen Flächeninhalt von (6 ∙ 6 =) 36 cm2. Die Strecken MH und OF sind 2 cm lang, die Strecken EM und OG sind 4 cm.

a) Die Strecke MO halbiert das Quadrat EFGH. Die Strecken MH und OF sind ebenso gleich lang wie die Strecken EM und OG, so dass die Teilvierecke EFOM und MOGH deckungsgleich sind, wenn man sie ausschneiden und übereinander legen würde. Folglich hat das Viereck EFOM den Flächeninhalt (36 : 2=) 18 cm2.

b) Aus der bekannten Formel für den Flächeninhalt bei rechtwinkligen Dreiecken ergibt sich AFBO =  0,5 ∙ 6 ∙ 2 = 6 cm2.
Ebenso kann hier argumentiert werden, dass das Dreieck FBO ein Sechstel einer Quadratseite besitzt.
Alternativ: Der Flächeninhalt des Dreiecks FBO ist halb so groß wie der Flächeninhalt eines Rechtecks mit den Seitenlängen 6 cm und 2 cm. Das Dreieck FBO hat also einen Flächeninhalt von AFBO = 0,5 ∙ 6 ∙2 = 6 cm2.

c) Mit der Argumentation aus b) hat das Dreieck MHD einen Flächeninhalt von 6 cm 2, das Viereck DAEM also einen von (36 - 6 =) 30 cm2. Hieraus folgt AAFOM = 18 cm2 + 30 cm2 = 48 cm2.

d) Das Dreieck AMD kann man bilden, indem man vom Quadrat AEHD die Dreiecke MHD und AEM abschneidet.
Das Dreieck MHD hat nach c) eine Flächeninhalt von 6 cm2. Der Flächeninhalt des Dreiecks AEM ist halb so groß wie der Flächeninhalt eines Rechtecks mit den Seitenlängen 6 cm und 4 cm. Das Dreieck AEM hat also einen Flächeninhalt von AAEM = 0,5 ∙ 6 cm ∙ 4 cm = 12 cm2.
Alternativ: Das Dreieck MHD ist deckungsgleich zum Dreieck FBO, sein Flächeninhalt beträgt also 6 cm2; das Dreieck AEM hat im Vergleich zum Dreieck MHD eine doppelt so lange senkrechte Seite, sein Flächeninhalt ist demnach 12 cm2.
Folglich ergibt sich für den gesamten Flächeninhalt
AAMD = AAEHD – AMHD – AAEM = 36 cm2 – 6 cm2 – 12 cm2 = 18 cm2.



Olympiadeaufgabe 520636

Gegenüber der vorausgehenden Aufgabe kommt hier eine weitere Zerlegungslinie hinzu. Ein Flächeninhalt ist vorgegeben, es ist auf die Seitenlängen zu schließen. Die Flächen müssen geschickt zerlegt werden.


Aufgabe:
[image: ]
Die in der Abbildung dargestellte Figur erfüllt folgende Voraussetzungen:

(1) Das Rechteck ABCD setzt sich aus drei gleich großen Quadraten AEHD, EFGH und FBCG zusammen.
(2) Der Flächeninhalt des Rechtecks beträgt 75 cm2.
(3) Die Streck BH schneidet die Strecke FG in deren Mittelpunkt N.
(4) Die Strecke BD schneidet die Strecke EH so im Punkt M, dass die Strecke EM doppelt so lang ist wie die Strecke MH. Außerdem schneidet die Strecke BD die Strecke FG so im Punkt O, dass die Strecke OG doppelt so lang ist wie die Strecke FO.

a) Ermittle den Flächeninhalt des Vierecks MONH.

b) Bestimme das Verhältnis der Flächeninhalte des MONH und des Dreiecks OBN.


[image: ]Lösungshinweise:

Aus Voraussetzung (1) folgt, dass der Diagonalenschnittpunkt des Rechtecks mit dem Diagonalenschnittpunkt des Quadrats EFGH zusammenfällt und dass dieser Punkt S das Symmetriezentrum der gesamten Figur ist, siehe Abbildung.

Aus den Voraussetzungen (1) und (2) folgt, dass jedes der drei Quadrate einen Flächeninhalt von (75 cm2 : 3 =) 25 cm2 und daher eine Seitenlänge von 5 cm hat.
Aus Voraussetzung (3) folgt dann, dass die Strecken und  beide 2,5 cm lang sind.
Wir schreiben hierfür abkürzend.
Aus Voraussetzung (4) und  folgt: .
a) Da die Strecke MO das Quadrat EFGH halbiert, sind die Vierecke MOGH und OMEF b gleich groß und halb so groß wie das Quadrat EFGH. Wegen AEFGH = 25 cm2 gilt daher AMOGH = 12,5 cm2.
Da das Dreieck NGH ein rechtwinkliges Dreieck mit der Höhe HG ist, folgt aus  und , dass ANGH = 0,5 ∙ 2,5 cm ∙ 5 cm = 6,25 cm2 gilt.
Folglich gilt AMONH = AMOGH – ANGH = 12,5 cm2 – 6,25 cm2 = 6,25 cm2.

Lösungsvariante: Das Dreieck FGH ist halb so groß wie das Quadrat EFGH. Wegen  ist das Dreieck NGH halb so groß wie das Dreieck FGH, hat also ein Viertel der Fläche des Quadrates. Wie gezeigt, ist EFOM halb so groß wie das Quadrat. Folglich hat die Restfläche MONH ein Viertel der Fläche des Quadrates, also (25 cm2 : 4 =) 6,25 cm2.

b) Nach Voraussetzung ist AOBN = AFBN – AFBO.
Nach der Inhaltsformel für rechtwinklige Dreiecke gilt AFBN = 0, 5 ∙ 2,5 cm ∙ 5 cm2 = 6,25 cm2 und AFBO = 0,5 ∙  ∙ 5 cm2 =  cm2.
Wegen  folgt hieraus AOBN =  cm2. Wie bereits gezeigt, gilt AMONH =  cm2.
Wegen  gilt AMONH : AOBN = 3 : 1.
Lösungsvariante: Aus  und  folgt 
.
Hieraus folgt dann AHMB = 0,5 ∙  ∙ 10 cm2 =  cm2 und 
ANOB = 0,5 ∙  ∙ 5 cm2 =  cm2, also 
AMONH = AHMB – ANOB =  cm2 =  cm2 und AMONH : ANOB = 3:1.
Olympiadeaufgabe 430624

Zur Lösung der Aufgabe muss die Flächenformel für rechtwinklige Dreiecke verwendet werden.


[image: ]Aufgabe:

In einem Rechteck liegt ein anderes Rechteck. Die  Lage und die Maße sind in der Abbildung angegeben.

Welche Fläche hat das schattierte Rechteck?

Hinweis: Das Ergebnis darf nicht durch Abmessen oder Abschätzen gewonnen werden, sondern du musst es aus den gegebenen Größen und Bedingungen herleiten.


Lösungshinweise:

[image: ]Das gegebene, große Rechteck hat den Flächeninhalt F = (8 + 3) ∙ 8 = 88. Die Maße in der Abbildung (das sind die Voraussetzungen) zeigen, dass es aus dem schraffierten Rechteck und aus vier gleichschenkligen Dreiecken zusammengesetzt ist. Der Flächeninhalt solcher Dreiecke ist die Hälfte des Flächeninhalts des zugehörigen Quadrats. Um den Inhalt des schraffierten Rechtecks zu bestimmen, ist es sinnvoll, von diesem Gesamtflächeninhalt die Flächeninhalte der vier Dreiecke abzuziehen. 

Das Dreieck links oben hat den Flächeninhalt Flo =   ∙ 8 ∙ 8 = 32, das Dreieck link unten entsprechend Flu = 4,5, das Dreieck rechts unten entsprechend Fru =  ∙ (8 - 3)2 = 12,5. 

Um den Flächeninhalt des Dreiecks rechts oben zu berechnen, kann man ausnutzen, dass bei einer Drehung um den Mittelpunkt des kleinen Rechtecks die beiden rot gefärbten Dreiecke ineinander überführt werden, sie also gleich groß sind. Damit hat die Höhe des Dreiecks rechts oben den Wert 3, während die Grundseite den Wert 11 – 5 = 6 hat. 
Also ist  Fro =  ∙ 6 ∙ 3 = 9.
Folglich gilt für den gesuchten Flächeninhalt des schraffierten Rechtecks 
F = 88 – 32 – 4,5 – 12, 5 – 9 = 30.






Olympiadeaufgabe 510632

Die Besonderheit dieser Aufgabe liegt darin, dass es keine eindeutige Lösung gibt. Erforderlich ist das geschickte Kombinieren von Aussagen. Als wichtiges Hilfsmittel wird die Teilbarkeit benötigt.


Aufgabe:

Ein nicht quadratisches Rechteck ist durch vier zu den Kanten parallele Linien so geteilt, dass sich neun Teilrechtecke a bis i ergeben.
[bookmark: _GoBack]Die gegebenen Bedingungen lassen sich so auflisten: 

(1) [image: ]Alle Seitenlängen haben in cm gemessen ganzzahlige Werte. 

(2) Keine Seitenlänge ist kleiner als 4 cm.

(3) Das Teilrechteck e ist ein Quadrat.

(4) Die waagerechte Gesamtseitenlänge ist nicht größer als 30 cm.

(5) Die senkrechte Gesamtseitenlänge beträgt 17 cm.

(6) Der Flächeninhalt des Teilrechtecks f beträgt 72 cm2.

(7) Der Flächeninhalt des Teilrechtecks g beträgt 50 cm2. 

Weise nach, dass sich durch diese Bedingungen nicht alle Seitenlängen eindeutig bestimmen lassen, und gib alle möglichen Lösungen an. Bestimme, welchen Flächeninhalt das größtmögliche Teilrechteck unter allen möglichen Lösungen hat.


Lösungshinweise:

Seien die waagerechten Seitenlängen von links nach rechts mit x1, x2 und x3 bezeichnet, die senkrechten von oben nach unten mit y1, y2 und y3.
 
Aus (7) folgt mit (1) und (2) die Aussage:
y3 = 10 cm oder y3 = 5 cm, 									(8)
da  die einzige Zerlegung des Produktes in ganzzahlige Faktoren ist, die mit den Bedingungen (1) und (2) verträglich ist.									
Aus (2) folgt, dass y1 und y2 jeweils mindestens 4 cm lang sein müssen, zusammen mindestens 8 cm; wäre y3 = 10 cm, so wäre die senkrechte Gesamtseitenlänge mindestens 18 cm groß, was (5) widerspricht. Also gilt:
y3 = 5 cm und x1 = 10 cm. 									(9)

Aus (6) folgt mit (1) und (2), dass für (x3 , y2) die Wertepaare (18 ,4), (12 ,6), (9 ,8), (8 ,9), (6 ,12) und
(4 , 18) – jeweils in cm – in Frage kommen.
Aus (9), (2) und (5) folgt, dass y2 höchstens noch (17 – 5 – 4 =) 8 cm lang sein kann, so dass gilt:
Nur noch die Wertepaare (18 , 4), (12 , 6) und (9 , 8) sind für (x3 , y2) möglich.			 (10)

Aus (3) folgt: x2 = y2.
Damit lässt sich für die drei verbliebenen Fälle (10) jeweils die waagerechte Gesamtseitenlänge berechnen:

Für (18 cm, 4 cm) : 
x1 + x2 + x3 = (10 cm + 4 cm + 18 cm =) 32 cm > 30 cm. Dieser Fall widerspricht also (4). 

Für (12 cm, 6 cm) : 
x1+ x2 + x3 = (10 cm + 6 cm + 12 cm =) 28 cm < 30 cm. Dieser Fall widerspricht (4) nicht und ist deswegen möglich.
Für (9 cm, 8 cm): 
x1+ x2 + x3 =  (10 cm + 8 cm + 9 cm =) 27 cm < 30 cm. Dieser Fall widerspricht nicht (4) und ist deswegen möglich.

Es ergeben sich somit zwei Möglichkeiten:
Erste Lösung:
x1= 10 cm,  x2 = 6 cm, x3 =  12 cm;  y1 = 6 cm, y2 = 6 cm, y3 = 5 cm.
Zweite Lösung:
x1= 10 cm,  x2 = 8 cm, x3 =  9 cm;  y1 = 4 cm, y2 = 8 cm, y3 = 5 cm.

Die Flächeninhalte sind dann (jeweils in cm2):
	
	Fa
	Fb
	Fc
	Fd
	Fe
	Fh
	Fi

	Lösung 1
	60
	36
	72
	60
	36
	30
	60

	Lösung 2
	40
	32
	36
	80
	64
	40
	45



Ersichtlich hat Fd bei Lösung 2 mit 80 cm2 den größten Flächeninhalt.

Bemerkung: Um diesen maximalen Wert zu bestimmen, brauchen nicht alle Flächeninhalte bestimmt zu werden. 
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