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[image: ]Vorbemerkungen zum Modul

In diesem Modul sind Olympiadeaufgaben, die ein Geobrett verwenden, zusammengestellt. Um eine Progression des Schwierigkeitsgrades zu erhalten, sind die Teilaufgaben bei einigen der Aufgaben aus unterschiedlichen Jahren bzw. Wettbewerbsrunden kombiniert worden. 

Geobretter ermöglichen Schülerinnen und Schülern Geometrie zu entdecken. Kongruente und nicht deckungsgleiche Figuren können gespannt und erkannt werden. Umfänge und Flächeninhalte können auch von jüngeren Schülerinnen und Schüler abgelesen werden (z. B. 1 x 1 – Quadrat als eine Flächeneinheit). 

Für elementare Übungen kann das Heft von  Karl-Heinz Keller, Am Geobrett Geometrie entdecken. Ein Grundkurs in Geometrie, Mildenberger Verlag, Offenburg 2002 herangezogen werden.
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An vielen Schulen werden Geobretter aus dem regulären Unterricht zur Verfügung stehen. Dann können diese auch gut für das händische Arbeiten benutzt werden. Im anderen Fall ist es nicht unbedingt erforderlich, Geobretter zu kaufen oder selber zu erstellen. Es ist auch möglich, die Aufgaben auf Papier zu bearbeiten und den gespannten Faden einzuzeichnen. Dafür werden Kopiervorlagen angeboten.



Olympiadeaufgaben 460713 a und 460724 a

Die erste Aufgabe stellt keine besondere Schwierigkeit dar. Sie ist in erster Linie für Schülerinnen und Schüler gedacht, die bisher noch nie mit einem Geobrett gearbeitet haben. Figuren, bei denen außer den Eckpunkten auf den Kanten keine weiteren Gitterpunkte oder ein weiterer Gitterpunkt liegen,  werden in den nachfolgenden Aufgaben betrachtet. Daher werden in dieser einführenden Aufgabe Kenntnisse erworben, die später nützlich sein können.
Eventuell muss vorab der Begriff „deckungsgleich“ geklärt werden.


Aufgabe 1:

Betrachte ein 3 x 3 – Geobrett.
a) Man kann um drei Nägel einen Faden so spannen, dass diese Nägel die Eckpunkte eines Dreiecks bilden und kein anderer Nagel auf einer der Seiten dieses Dreiecks liegt. Gib drei derartige Dreiecke an, die nicht deckungsgleich sind.
b) Man kann um vier Nägel einen Faden so spannen, dass drei Nägel die Eckpunkte des Dreiecks sind und dass der vierte Nagel auf einer der drei Seiten des Dreiecks liegt. Gib vier derartige Dreiecke an, die nicht deckungsgleich sind.


Lösungshinweis:

a) Hier sind drei Beispiele für solche Dreiecke abgebildet:
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b) Beispiele für solche Dreiecke sind hier abgebildet.
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Olympiadeaufgabe 390623

In dieser Aufgabe wird die Arbeit am Geobrett mit der Strategie des systematischen Probierens in Teil a) und des systematischen Zählens in den Teilen b) und c)  kombiniert. In der Aufgabe wird der Begriff „verschieden“ im Sinne von „nicht deckungsgleich“  verwendet. Da die Aufgaben aus dem Wettbewerb unverändert übernommen worden sind, ist das in dem Modul nicht geändert worden. Bei Bedarf kann das Aufgabenblatt für die Schülerinnen und Schüler an dieser Stelle abgeändert werden.


Aufgabe 2:

Arbeite weiterhin mit dem 3 x 3 – Geobrett. 
a) Ermittle, wie viele verschiedene Dreiecke Du auf dem Geobrett erhalten kannst. 
Hinweis: Dreiecke sind genau dann verschieden voneinander, wenn sie sich in der Form oder in der Größe unterscheiden.
b) Nimm das größte rechtwinklige Dreieck. Bestimme, wie oft es auf dem Geobrett vorkommt. 
c) Nimm das kleinste rechtwinklige Dreieck. Bestimme auch hier, wie oft es auf dem Geobrett vorkommt.


Lösungshinweis:

a) Es kommen 8 verschiedene Dreiecke vor. Zur systematischen Bestimmung kann man von der Länge der Grundseite ausgehen. Zunächst werden Dreiecke mit einer Grundseite von 2 Einheiten betrachtet (I. bis IV.). Danach folgen die mit einer Grundseite von einer Einheit (V. bis VII.). Von Schülerinnen und Schülern wird häufig das gleichschenklige Dreieck VIII, das schräg auf dem Geobrett liegt, übersehen.
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b) Das größte rechtwinklige Dreieck ist offensichtlich das Dreieck I. Es enthält als längste Seite die Diagonale des Geobretts. Zu jeder der beiden Diagonalen gibt es zwei Dreiecke, von denen eines links und das andere rechts der Diagonalen liegt. Also kommt das Dreieck viermal vor.
c) Das kleinste rechtwinklige Dreieck ist das Dreieck VI. Betrachtet man ein kleines 1 x 1 – Teilquadrat des Geobrettes, so kommt das Dreieck VI in diesem Teilquadrat viermal vor. Da es vier derartige Teilquadrate gibt, kommt das Dreieck insgesamt  ( 16 Mal vor.


Anmerkungen zur Aufgabe und zum Einsatz: 

Es bietet sich an, mit Hilfe dieser Aufgabe Begrifflichkeiten, die bei Dreiecken ein Rolle spielen, einzuführen, falls sie den Schülerinnen und Schülern noch nicht bekannt sein sollten: Rechtwinkliges Dreieck, gleichschenkliges Dreieck, Grundseite des Dreiecks, Höhe des Dreiecks. In der möglichen Systematisierung in Teil a) spielt die Höhe die Rolle des zweiten Kriteriums nach der Länge der Grundseite. Begonnen wird mit den Dreiecken der Höhe 2, dann folgen die mit der Höhe 1.


Mögliche Erweiterungen der Aufgabe:

In der Aufgabe werden  nur die Vorkommen des kleinsten und des größten rechteckigen Dreiecks gezählt. Schülerinnen und Schüler, die diese Zählung schnell erledigt haben, können aufgefordert werden, auch bei den anderen Dreiecken aus Teil a) zu bestimmen, wie oft sie auf dem Geobrett vorkommen. 



Olympiadeaufgabe 460713 b), 460713 c) und 460724 b)


Während bisher ausschließlich Dreiecke auf dem Geobrett betrachtet wurden, wird in dieser Aufgabe die Zahl der Ecken erhöht. Eine Schwierigkeit liegt darin, dass die Eckenzahl nicht mit der Zahl der Nägel auf den Kanten übereinstimmen muss. Die Systematisierung erfolgt stets nach der Zahl der Nägel auf den Kanten. Die Eckenzahl stellt sich dann ein. 
Außerdem wird als neues Unterscheidungsmerkmal der Vielecke verwendet, ob im Inneren ein Nagel liegt oder nicht. Die Aufgabenformulierung in den Teilen b) und c), die eine Variable n verwendet, ist nicht immer allen Schülerinnen und Schülern unmittelbar verständlich und muss eventuell erläutert werden.

 
Aufgabe 3:

a) Man kann um fünf Nägel einen Faden so spannen, dass vier dieser Nägel die Eckpunkte eines Vierecks bilden und der fünfte Nagel auf einer der Seiten dieses Vierecks liegt. Gib zwei derartige Vierecke an, wobei das eine Viereck einen, das andere Viereck keinen Nagel im Inneren enthält.      
b) Es sei n die Anzahl der Nägel, die Ecken eines Vielecks sind oder auf dem Rand dieses Vielecks liegen, wobei außerdem vorausgesetzt wird, dass im Inneren dieses Vielecks jeweils ein Nagel liegen soll und dass dieses Vieleck den linken Punkt der unteren Zeile als Eckpunkt besitzt. Dann gilt offenbar      3 ≤ n ≤ 8. Zeichne für jedes n ein solches Vieleck.
c) Es sei n die Anzahl der Nägel, die Ecken eines Vielecks sind oder auf dem Rand dieses Vielecks liegen, wobei im Inneren des Vielecks kein Nagel liegen soll. Lässt man n die Zahlen 3; 4; 5; 6; 7; 8 durchlaufen, so gibt es zu jedem n voneinander verschiedene Vielecke. Zeichne zu jedem dieser n zwei nicht deckungsgleiche Vielecke, die den linken Nagel der unteren Zeile als Eckpunkt und den mittleren Nagel der unteren Zeile entweder als Eckpunkt oder auf einer Seite enthalten.


Lösungshinweis:

a) Beispiele für solche Vierecke sind:
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b) Beispiele für solche Vielecke sind hier dargestellt:
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c) [image: ]Beispiele sind



Olympiadeaufgabe 460713 d) und 460724 c)

In dieser Aufgabe werden die Flächeninhalte von Vielecken auf dem Geobrett betrachtet. Zugleich geht es um Mustererkennung, wenn der Zusammenhang zwischen dem Flächeninhalt und der Zahl der Nägel auf den Kanten zu bestimmen ist.


Aufgabe 4:

In dieser Aufgabe soll vorausgesetzt werden, dass der waagerechte und der senkrechte Abstand der Nägel des Geobretts jeweils 1 cm beträgt.
a) Ermittle den Flächeninhalt A der in Aufgabe 3 b) gezeichneten Vielecke und untersuche den Zusammenhang zwischen n und A. Stelle eine Gleichung auf, die diesen Zusammenhang beschreibt.
b) Ermittle den Flächeninhalt A eines jeden in Aufgabe 3 c) gezeichneten Vielecks und untersuche den Zusammenhang zwischen n und A. Stelle eine Gleichung auf, die diesen Zusammenhang beschreibt.


Lösungshinweis:

Zur Bestimmung der Flächeninhalte ist die Kenntnis der Berechnungsformel nicht erforderlich. Ein sinnvolles Vorgehen besteht darin, die Flächen geeignet in Teilflächen zu zerlegen, die entweder Quadrate mit dem Inhalt 1 oder Rechtecke mit dem Inhalt 2 oder die Hälfte eines solchen Quadrates bzw. Rechtecks sind.

a) Für die Flächeninhalte A der Vielecke gilt:
[image: ]
Man erkennt an dieser Zusammenstellung, dass die Maßzahl des Flächeninhalts stets halb so groß ist wie die Anzahl der Punkte auf dem Rand der gewählten Figuren.
Es gilt:   bzw.  .

b) Für die Flächeninhalte der Vielecke gilt:
[image: ]
Es ist erkennbar, dass      bzw.     gilt.


Anmerkungen zur Aufgabe und zum Einsatz: 

In Teil a) ist die Berechnungsformel so offensichtlich, dass die Schülerinnen und Schüler in der Regel sie ohne weitere Hilfe sehen. Für die Formel in Teilaufgabe b)kann ein Impuls durch den Lehrer erforderlich werden, insbesondere wenn die Schülerinnen und Schüler noch nicht viele Erfahrungen mit Mustererkennung gemacht haben. Ein möglicher Impuls besteht darin, die Tabelle durch eine weitere Zeile zu ergänzen, in der das Doppelte des Flächeninhaltes notiert wird.


Mögliche Erweiterungen der Aufgabe:

Die Lösung dieser Aufgabe ist ein Sonderfall des Satzes von Pick (benannt nach dem österreichischen Mathematiker Georg Alexander Pick) für i = 0 bzw. i = 1:
Satz von Pick
Es sei n die Anzahl der Gitterpunkte auf dem Rand eines Gitterpolygons und i die Anzahl der inneren Gitterpunkte, dann gilt für die Maßzahl des Flächeninhalts A des Gitterpolygons   .

Dieser Satz kann zur Differenzierung den Schülerinnen und Schülern mitgeteilt werden, so dass sie die Möglichkeit haben, ihn an selbstgewählten Beispielen auf einem größeren Gitternetz zu überprüfen.



Olympiadeaufgabe 390713

Diese Aufgabe fasst alle Techniken, die bei der Lösung der bisherigen Aufgaben verwendet wurden, auf einem größeren Geobrett zusammen. Sie kann zur Vertiefung unmittelbar in Anschluss an die ersten vier Aufgaben eingesetzt werden. Es ist aber auch möglich, diese Aufgabe (und die nächste) zunächst nicht zu bearbeiten und sie in einer späteren AG-Sitzung aufzugreifen.


Aufgabe 5:

[image: ]Die Abbildungen zeigen ein 4 x 4 – Geobrett mit 16 Nägeln. Der waagerechte und senkrechte Abstand der Nägel voneinander soll wieder 1 cm betragen. In den folgenden Aufgaben sind die Nägel als Punkte anzusehen; der Durchmesser der Nägel ist zu vernachlässigen.

a) Man kann um drei Nägel einen Faden so spannen, dass ein Dreieck entsteht.
Wie viele Dreiecke, die kongruent zum Dreieck I sind, lassen sich so auf dem Geobrett bilden?
Wie viele Dreiecke, die kongruent zum Dreieck II sind, lassen sich so auf dem Geobrett bilden? 
b) Man kann einen Faden so um gewisse Nägel herum spannen, dass er dabei 4 Nägel berührt, die die Ecken eines Quadrates bilden. Ein Beispiel ist das Quadrat III mit dem Flächeninhalt 1 cm². Nenne alle Flächeninhalte von Quadraten, die sich auf dem Geobrett nach dieser Beschreibung bilden lassen.
c) Man kann einen Faden so spannen, dass das Viereck IV entsteht. Ermittle den Flächeninhalt dieses Vierecks.
d) Finde 5 Figuren, die die folgenden Bedingungen erfüllen:
(1) Jede der Figuren entsteht, indem man einen Faden um gewisse Nägel herum spannt.
(2) Der Flächeninhalt jeder der Figuren beträgt 2,5 cm².
(3) Im Inneren jeder der Figuren (also nicht von dem Faden berührt) befindet sich genau ein Nagel.
(4) Je zwei der 5 Figuren sind nicht zueinander kongruent.


Lösungshinweis:

a) Betrachtet man ein kleines 1 x 1 – Teilquadrat des Geobrettes, so kommt das Dreieck I in diesem Teilquadrat viermal vor. Da es neun derartige Teilquadrate gibt, kommt das Dreieck I insgesamt  ( 36 Mal vor.
Das Dreieck II passt in ein 3 x 3 – Teilquadrat des Geobrettes. Die Spitze dieses gleichschenkligen Dreiecks kann in jeder Ecke des Teilquadrates liegen. Damit gibt es pro Teilquadrat vier Dreiecke des Typs II. Da es vier 3 x 3 – Teilquadrate gibt, kommt das Dreieck II insgesamt 16 Mal vor.

b) [image: ]Außer dem in der Aufgabe dargestellten Quadrat der Seitenlänge 1 sind noch die Seitenlängen 2 oder 3 möglich. Damit sind die Flächeninhalte 1 cm², 4 cm² oder 9 cm² möglich.
Möglich sind jedoch auch Quadrate, deren Seiten nicht parallel zu den Kanten des Geobrettes verlaufen. 
Das kleinere Quadrat kann man sich aus vier halben Quadraten mit dem Flächeninhalt 0,5 cm² zusammengesetzt denken. Es hat also den Flächeninhalt 2 cm². 
Das größere Quadrat ist zusammengesetzt aus einen kleinen Quadrat der Größe 1 cm² und vier halben Rechtecken der Größe 1 cm². Es hat also den Flächeninhalt 5 cm².

c) [image: ]Bei der Figur IV bietet es sich an, von dem 2 x 2 – Quadrat, in dem sich die Figur befindet auszugehen. Die Inhalte der Flächen, die von dem Quadrat entfernt werden müssen, um Figur IV zu erhalten lassen sich leicht berechnen:
Es sind ein kleines Quadrat der Größe 1 cm² und zwei halbe Rechtecke der Größe 1 cm². Also hat die Figur einen Flächeninhalt von 1 cm².

d) Dargestellt sind sechs mögliche Figuren, die die Bedingungen erfüllen.
Wegen der Aussage des Satzes von Pick (siehe Erweiterung zu Aufgabe 4) müssen die Fäden so gespannt werden, dass fünf Gitterpunkte auf den Kanten liegen.


Anmerkungen zur Aufgabe und zum Einsatz: 

Im Aufgabenteil b) müssen sich die Schülerinnen und Schüler wieder von dem starken Einfluss der Begrenzung des Geobrettes lösen. Obwohl das in Aufgabe 1 bei einem der Dreiecke bereits vorgekommen ist, übersehen viele, dass es auch schräg auf dem Brett liegende Quadrate gibt. Hier ist in der Regel ein entsprechender Impuls des Lehrers erforderlich.
In Aufgabenteil c) kommt man mit der bisher erfolgreich angewendeten Strategie der Zerlegung der Figur in einfache Teilfiguren nicht weiter. Die Idee, von einer größeren Fläche einfache Figuren zu entfernen, ist für die Schülerinnen und Schüler eine große Denkleistung, die entsprechend gewürdigt werden sollte. Falls in der Lerngruppe diese Idee nicht auftaucht, kann es hilfreich sein, als Impuls zunächst das Quadrat, das die Figur umfasst, zu zeichnen. Häufig ist das für die erfolgreiche Weiterarbeit ausreichen.


Mögliche Erweiterungen der Aufgabe:

Bisher wurde bestimmt, wie oft das kleinste rechtwinklige Dreieck auf dem 3 x 3 – Geobrett und auf dem 4 x 4 – Geobrett vorkommt. Das kann auf größere Bretter übertragen werden. Schließlich lässt sich ein Term bestimmen für das Vorkommen des Dreiecks auf einem n x n –Geobrett.
Eine weitere Verallgemeinerung ist die Betrachtung von Brettern, die nicht quadratisch sind, also ein n x m – Geobrett. 
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