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	Mathematik-Olympiaden e. V.
Geometrie  „Rund um den Kreis“

Weiterführende Aufgaben für die Stufe 7/8



In diesem Kapitel geht es wieder rund, so ähnlich wie schon im Geometrie-Modul für die Jahrgangsstufen 5 und 6. Allerdings werden dieses Mal die Ansprüche ein wenig höher. Es werden bestimmte geometrische Sätze benötigt, die aber jeweils in den Voraussetzungen für die einzelnen Aufgaben angegeben werden. Der Typ der Aufgaben bleibt aber gleich. Wie immer in der Mathematik-Olympiade geht es primär um Probieren, Entdecken, Skizzieren, Konstruieren und schlussendlich auch um das Beweisen geometrischer Aussagen. Die geeignete Bearbeitungsform für alle diese Aufgaben ist natürlich ein Diskussionsprozess, der innerhalb kleiner Gruppen der eigentlichen Lösung der Aufgabe vorgeschaltet ist. In der anschließenden Diskussion in der Gesamtgruppe können die vielfältigen und verschiedenen Lösungsansätze der einzelnen Kleingruppen entsprechend gewürdigt und eingebracht werden. 
Die sechs Aufgaben dieses Moduls gliedern sich dabei in zwei Abteilungen. Während die ersten drei Aufgaben originelle und in der Schulgeometrie eher selten angesprochene, dennoch aber recht elementare, geometrische Phänomene beinhalten, orientiert sich die Sequenz der letzten drei Aufgaben eher am klassischen geometrischen Kanon bei der Behandlung von Kreisen. Da die Geometrie aber in den letzten Jahren immer mehr aus dem obligatorischen Schulstoff verdrängt wurde, werden auch relativ bekannte Sätze wie der Thalessatz oder der Peripheriewinkelsatz eventuell für die Schülerinnen und Schüler absolutes Neuland darstellen. Gerade deshalb stellt dieses Modul eine ideale Ergänzung des im regulären Unterricht behandelten Stoffes dar, da es kaum in den regulär behandelten Unterrichtsbereich eingreift. Wir wünschen den Schülerinnen und Schülern, aber auch den Lehrerinnen und Lehrern viel Vergnügen bei der Bearbeitung dieses Moduls und manche überraschende und neuartige Erkenntnis. 



Olympiadeaufgabe 460723


Fangen wir, auch wenn unsere Schülerinnen und Schüler schon in der Mittelstufe sind, mit einer elementaren Aufgabe an. Die Aufgabenstellung ist einfach zu verstehen, an mathematischen Inhalten wird lediglich Wissen über Proportionalitäten vorausgesetzt. 


Aufgabe:

Susanne hat sich eine Methode ausgedacht, wie sie den Flächeninhalt eines Kreises berechnen kann. Sie findet ein Gefäß, das die Form eines (geraden) Zylinders hat. Die Grundfläche ist ein Kreis, dessen Flächeninhalt Susanne ermitteln will.
Sie gießt einen Liter Wasser in dieses Gefäß und stellt es in die Sonne. Daneben stellt sie ein quaderförmiges Aquarium. Es hat die Länge 20 cm, die Breite 15 cm und die Höhe 10 cm. In dieses Aquarium gießt sie zwei Liter Wasser. 
Nach vielen Stunden stellt Susanne fest, dass der Wasserspiegel in den beiden Gefäßen jeweils um 2 cm gesunken ist. Sie gießt das Wasser aus dem Zylinder in ein Messgefäß und stellt fest, dass noch 750 ml übrig sind.
Susanne weiß, dass die verdunstete Wassermenge in den beiden Gefäßen proportional zur Größe der Wasseroberfläche ist.

a. Berechne, wie viel Wasser im Aquarium verdunstet ist.
b. Berechne den Flächeninhalt der Grundfläche des Zylinders.


Lösungsvorschlag:

Teil a. Die Wasseroberfläche im Aquarium hat den Flächeninhalt von .
Da der Wasserspiegel um 2 cm gesunken ist, sind  Wasser verdunstet.

Teil b. Im Zylinder sind (1000 ml - 750 ml =) 250 ml Wasser verdunstet. Die Größen der Wasseroberflächen, auf die die Sonne einstrahlte, verhalten sich also wie (250 : 600 =) 5 : 12. Diese Wasseroberflächen sind bei beiden Gefäßen so groß wie die Grundflächen. Also verhält sich der Flächeninhalt des Kreises zum Flächeninhalt der Grundfläche des Aquariums wie 5 : 12. Ist x der Flächeninhalt des Kreises, dann erhält man die Verhältnisgleichung 5 : 12 = x : 300. Hieraus folgt  . Der Flächeninhalt des Kreises beträgt demnach 125 cm².


Anmerkungen zur Aufgabe und  zum Einsatz:

Diese Aufgabe und ihre Lösung sind originell, aber dennoch elementar lösbar. Die Methoden, die die Schülerinnen und Schüler dafür benötigen, sollten schon zu Beginn der 7. Jahrgangsstufe bei allen sicher vorhanden sein. Auch für die Lösung braucht man keine trickreichen Ideen oder geeignete Hilfsfunktionen. Die Aufgabenstellung gibt den Lösungsweg indirekt vor. Aus diesen Gründen ist diese Aufgabe als Einstieg in ein Modul über Kreisgeometrie sehr geeignet, da die typischen Probleme der fehlenden Inhalte aus den vorherigen Jahrgangsstufen oder der nicht auf der Hand liegenden Aneinanderreihungen verschiedener Beweisschritte hier nicht gegeben sind. Andererseits ist die Idee einer Flächeninhaltsbestimmung eines Kreises auf die in der Aufgabenstellung beschriebenen Wiese für die Schülerinnen und Schüler motivierend und behandelt ein relativ komplexes Problem auf relativ elementare Art und Weise.


Ergänzungen der Aufgabe:

Diese Aufgabe bietet einen schönen Einstieg in die Kreisgeometrie und sollte als Einstiegsproblem singulär behandelt werden. Eine weitere Ausweitung  dieser Thematik führt nicht zu den interessanten Fragestellungen über Kreisgeometrie, zu denen dieses Modul führen soll. Deshalb genügt eine einmalige Behandlung zur Motivation der Schülerinnen und Schüler zu Beginn einer Unterrichtsreihe.



Olympiadeaufgabe 450833

Ein weiteres großes Feld der Geometrie behandelt Konstruktionen von ausgezeichneten Punkten, Strecken oder Geraden. Während vor einigen Jahrzehnten dieser Bereich noch intensiv während der Behandlung der Kongruenzsätze oder der Linien im Dreieck regulär unterrichtet wurde, wird er in der heutigen Zeit eher stiefmütterlich behandelt. Alleine der Operator „Konstruieren“ ist für viele Schülerinnen und Schüler nicht selbsterklärend. Hier sollte der Lehrer gewisse Grundlagen schaffen, eventuell auch durch die Behandlung oder Wiederholung elementarer Grundkonstruktionen wie etwa der Konstruktion von Mittelsenkrechte oder Winkelhalbierende. In dieser Aufgabe werden auch Eigenschaften einer Raute benötigt. Falls diese nicht mehr sicher vorausgesetzt werden können, sollte zumindest ein Tipp in diese Richtung erfolgen, um eine Chance für einen eigenständigen Lösungsansatz zu ermöglichen.


Aufgabe:

Drei kongruente Kreise mit den Mittelpunkten M1, M2, M3 und dem Radius r verlaufen durch einen gemeinsamen Punkt D. Diese Kreise schneiden einander außerdem in weiteren Punkten, die mit A, B und C bezeichnet werden.
a. Beweise, dass man einen Punkt S konstruieren kann, der von diesen drei Schnittpunkten den gleichen Abstand besitzt.
b. Vergleiche den Radius des Kreises mit dem Mittelpunkt S, auf dem A, B und C liegen, mit dem Radius r.


Lösungsvorschlag:

zu Teil a. Aus den Voraussetzungen folgt, dass A, B und C ein Dreieck bilden. Der zu konstruierende Punkt ist der Umkreismittelpunkt dieses Dreiecks.

zu Teil b. Man zeichnet zunächst alle neun Verbindungsstrecken mit der Länge r: 	
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Dann sind die Vierecke M1AM2D, M1DM3C und DM2BM3 Rhomben, da alle Seiten dieser Vierecke jeweils die Länge r haben. Nun konstruiert man S so, dass zum Beispiel das Viereck AM2BS ebenfalls ein Rhombus mit der Seitenlänge r wird: . Daraus folgt .
Wegen  und . Wegen  folgt, dass auch BM3CS ein Rhombus ist. Folglich sind auch die Vierecke ASCM1 und BM3CS Rhomben mit der Seitenlänge r. Daraus folgt .
Folglich hat S von den Schnittpunkten A, B und C den gleichen Abstand und der Kreis mit dem Mittelpunkt S, auf dem A, B und C liegen, hat den gleichen Radius r wie die gegebenen Kreise.


Anmerkungen zur Aufgabe und  zum Einsatz:

Während die Frage nach der Existenz eines derartigen Punktes S als Umkreismittelpunkt direkt zu beantworten und auszuführen ist, ist die Vermutung, die sich aus einer derartigen Zeichnung ergibt – dass nämlich der Radius dieses Kreises genau so groß wie r ist – deutlich schwieriger zu beweisen. Trotzdem zeigt sich auch an dieser Aufgabe, dass eine saubere und exakte Zeichnung zu den Vermutungen führen kann, die nachfolgend bewiesen werden müssen.
Anhand dieser Aufgabe können zwei weitere elementare Lösungsstrategien eingeübt werden, die immer wieder in geometrischen Aufgabenstellungen erfolgreich angewendet werden können: zum einen die Verwendung und Einzeichnung von Hilfslinien, zum anderen die Kombination auch abseitig erscheinender mathematischer Gebiete zur Lösung einer Aufgabe aus einem ganz anderen Bereich.
Die geeignete Wahl von Hilfslinien muss derart beschaffen sein, dass sie einerseits nicht den Blick auf Wesentliches in der eigentlichen Aufgabe verstellt, andererseits aber genügend komplex ist, damit wirklich neue Erkenntnisse aus ihnen zu gewinnen sind. Der Blick auf die durch die Hilfslinien entstehenden Rauten ist für geübte Problemlöser naheliegend, für unerfahrene durch geeignete Veranschaulichungen sinnvoll hervorzuheben. Nachdem die Fülle der Beziehungen unter den einzelnen geometrischen Figuren erkannt worden ist, bleibt wiederum die Frage nach der Struktur der Aufgabenlösung. Hier bietet sich wiederum eine Hilfestellung im Bereich der Organisation der Beweisstruktur an. Wie weit diese Strukturhilfe den eigentlichen Beweis vorwegnimmt, sei in das Belieben des einzelnen Lehrers gestellt.


Ergänzungen der Aufgabe:

Gerade im Bereich der Konstruktionen mit Hilfe der Kongruenzsätze finden sich in älteren Mathematikbüchern der 7. Jahrgangstufe eine Fülle von Aufgaben, die dort in fast beliebig erscheinenden Schwierigkeitsstufen vorkommen. Mit Hilfe dieser Aufgaben lassen sich auch gut viele geometrische Aussagen über besondere Linien im Dreieck in Zusammenhang mit Um- und Inkreis aufgreifen.



Olympiadeaufgabe 380716


Aufgaben zur Geometrie mit Kreisen bieten eine große Vielfalt. Die folgenden Aufgaben unterscheiden sich deshalb vollkommen von den bisher behandelten. Es geht um Kreise, die Umdrehungen umeinander ausführen und um Wege, die dabei zurückgelegt werden.


Aufgabe:
[image: ]
Die Abbildung zeigt zwei gleich große Münzen a und m mit den Mittelpunkten A bzw. M, die einander berühren, sowie einen Punkt X auf dem Rand von m. Die Münze m soll an der fest gehaltenen Münze a (im mathematisch positiven Drehsinn) abrollen, ohne dabei an ihr zu gleiten.
				
Wir sagen, die Münze m habe „einen Umlauf um a“ ausgeführt, wenn ihr Mittelpunkt M zum ersten Mal dieselbe Lage wie zu Anfang hat.
Wir sagen, die Münze m habe „eine Umdrehung“ ausgeführt, wenn der Pfeil  beim Abrollen sich zum ersten Mal um 360° gedreht hat, d.h. zum ersten Mal wieder seine Ausgangsrichtung erreicht hat.
Überzeuge dich von der Richtigkeit der folgenden Aussagen (Ein Beweis für diese Aussagen wird nicht verlangt.):
1. Die Münze m hat bei einem Umlauf um a genau zwei Umdrehungen ausgeführt.
2. Der Punkt M legt bei einem Umlauf als Weg den Kreis um A mit dem doppelten Radius der Münzen zurück.
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Die Abbildung zeigt drei gleich große Münzen a, b und m mit den Mittelpunkten A, B und M.

Jede dieser Münzen berührt die beiden anderen. Entsprechend wie oben wird geklärt, wann m einen „Umlauf um a und b“ bzw. eine „Umdrehung“ ausgeführt hat. 
				
a. Wie viele Umdrehungen führt m bei einem Umlauf um a und b aus? Wenn die gesuchte Zahl der Umdrehungen keine ganze Zahl ist, dann gib sie in Form eines gekürzten Bruches an.
b. Welche Lage X‘ erhält der Punkt X, wenn er mit der Münze m mitbewegt wird, nach einem Umlauf von m um a und b? Beschreibe diese Lage, indem du die Größe des Winkels angibst, den der Pfeil  mit dem ursprünglichen Pfeil  bildet.
c. Nach wie vielen Umdrehungen von m erreicht der mitbewegte Punkt X zum ersten Mal wieder dieselbe Lage wie zu Anfang?
d. Welchen Weg beschreibt der Punkt M bei einem Umlauf von m um a und b?


Lösungsvorschlag:

Wenn A, B und M die Mittelpunkte der jeweils als Kreis mit dem Radius r abgebildeten Münzen a, b und m sind, dann ist ABM ein gleichseitiges Dreieck mit der Seitenlänge 2r. Hieraus folgt, dass jeder Innenwinkel dieses Dreiecks eine Größe von 60° besitzt.

zu Teil a. Wenn m um ein Sechstel des Kreisumfangs an A abrollt, dann legt der Berührungspunkt P der beiden zu m und a gehörenden Kreise auf der Peripherie von a einen Weg zurück, der einem Winkel von 60° entspricht, und der Pfeil  ändert seine Richtung um einen (doppelt so großen) Winkel von 120° (siehe Abbildung).
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Nach einem halben Umlauf von m um a und b legt P auf der Peripherie von a einen Weg zurück, der einem Winkel von  entspricht. Der Pfeil  ändert dabei seine Richtung um 
Analog zeigt man, dass der Pfeil  auch bei der zweiten Hälfte des ersten Umlaufs seine Richtung um 480° ändert. 
Folglich ändert der Pfeil  während des ersten Umlaufs der Münze m um die beiden Münzen a und b seine Richtung um insgesamt .
Wegen  besagt dies: m führt bei einem Umlauf um a und b genau  Umdrehungen aus.
zu Teil b. Wie in Teil a. gezeigt, macht die Münze m bei einem Umlauf um a und b zwei volle Umdrehungen und noch zwei Drittel einer Umdrehung. Diese zwei Drittel entsprechend einer Drehung um 240°. Folglich gilt 
zu Teil c. Der Punkt X erreicht nach  Umdrehungen von m zum ersten Mal wieder seine Ausgangslage.
zu Teil d. Wie man den in der Abbildung festgehaltenen Beziehungen unmittelbar entnimmt, ist während der ersten Hälfte des Umlaufs der Abstand des sich bewegenden Mittelpunkts M von dem festgehaltenen Mittelpunkt A stets konstant und es gilt Entsprechend gilt während der zweiten Hälfte des Umlaufs 
Folglich beschreibt der Mittelpunkt M während eines Umlaufs der Münze m um die Münzen a und b als Weg das Paar von Kreisbogen MM‘ und M’M.


Anmerkungen zur Aufgabe und  zum Einsatz:

Die Argumentation über Pfeile und deren Richtungen eröffnet einen vollkommen neuen Aspekt in diesem kreisgeometrischen Modul. Sobald man diese vektorielle Idee einmal als Schüler verinnerlicht hat, ist die eigentliche Lösung der Aufgabenteile recht einfach und die benötigten Argumentationen recht naheliegend. 
Diese Aufgabe eignet sich natürlich besonders zur praktischen Erprobung und damit zum Finden von Vermutungen auf experimentellem Weg. 


Ergänzungen der Aufgabe:

Als – allerdings recht anspruchsvolle – Fortsetzung dieser Aufgabe bietet sich die Olympiadeaufgabe 380736 an. Neben der strengen mathematisch exakten Beweisführung bieten sich aber auch gerade bei dieser Aufgabe weniger strenge Argumentationen an, die auf einer eher anschaulichen Basis arbeiten. Bei praxisorientierten Aufgaben  dieses Typs sind solche Argumentationen in vielen Fällen für den Schulbereich als ausreichend anzusehen, wenn die Notwendigkeit eines strengen Beweises von den Schülerinnen und Schülern zumindest erkannt wird. 



Olympiadeaufgabe 430823

Diese Aufgabe bildet zusammen mit den beiden folgenden eine kleine Sequenz, in der neben dem Satz von Thales viele weitere relativ einfache geometrische Sätze benötigt und auf geeignete Weise miteinander kombiniert werden müssen. Alle drei Aufgaben lassen sich auf verschiedene Arten lösen. Die elementare Variante benötigt Kenntnisse über Innenwinkelsummen, Nebenwinkel, Kongruenzsätze und den Basiswinkelsatz in gleichschenkligen Dreiecken. Man kann die Aufgabe aber auch eleganter mit Hilfe des Satzes von Thales und gewissen elementaren Kenntnissen über Sehnenvierecke lösen.


Aufgabe:

Es sei k ein Kreis um M. Auf der Kreislinie liegen (in dieser Reihenfolge) die Punkte A, B, C, D so, dass die folgenden Bedingungen (1), (2) und (3) erfüllt sind:

(1)  ist ein Durchmesser von k.
(2) Die Strecken  und  haben die gleiche Länge.
(3) Die Strecken  und  haben die gleiche Länge.

Zeige, dass durch diese Bedingungen die Größen der Innenwinkel des Vierecks ABCD eindeutig bestimmt sind. Gib die Größe der Innenwinkel an.


Lösungsvorschlag:

Nach Voraussetzung folgt für die Radiuslänge r des Kreises k:
 r= .							 (4)
Folglich ist Dreieck MBD gleichseitig, und es gilt  =  =  = 60°.	 (5)
Weiterhin folgt aus (4), dass Dreieck AMD mit AM =MD gleichschenklig ist, und wegen (5) folgt nach dem Nebenwinkel- und dem Basiswinkelsatz:   =   = 30°.			 (6)
Aus (3) und (4) folgt, dass die Dreiecke MBC und MCD nach (SSS) kongruent sind. Insbesondere gilt  = und wegen (5) folglich  = 30°. Aus (4), dem Basiswinkelsatz und dem Innenwinkelsatz folgt für Dreieck MBC damit  = 75°.					 (7)
Analog gilt im Dreieck MCD = 75° und mit (6) folgt daraus  = 105°		 (8)


			[image: ]
Schließlich folgt aus (6), (7) und (8) nach dem Innenwinkelsatz für Viereck ABCD
 = 360°- (30° + 75° + 105°) = 150°.							 (9)
Damit sind die Innenwinkel des Vierecks ABCD eindeutig bestimmt, ihre Größen sind in (6), (7), (8) und (9) angegeben.

Anderer Lösungsweg, der Kenntnisse  über Winkel am Kreis voraussetzt: Aus (1) und dem Satz des Thales folgt: ABD ist ein rechtwinkliges Dreieck mit  = 90°.
Da M der Mittelpunkt von k und von AB ist, folgt aus (2), dass Dreieck MBD gleichseitig ist; es gilt also  = 60°. Hieraus folgt nach dem Innenwinkelsatz  = 30°. Nach Voraussetzung liegen A, B, C und D auf der Peripherie von k, ABCD ist also ein Sehnenviereck. Da in jedem Sehnenviereck die Summe der Größen zweier gegenüberliegender Winkel 180° beträgt, gilt  = 150°.
Aus (3) folgt, dass Dreieck BCD gleichschenklig ist. Nach dem Basiswinkelsatz und dem Innenwinkelsatz folgt somit:  =  = 15°.
Schließlich folgt hieraus  =  +  = 15° + 60° = 75°.
Damit sind drei Innenwinkelgrößen des Vierecks ABCD eindeutig bestimmt. Nach dem Satz über die Summe der Innenwinkelgrößen im Viereck folgt:  = 360°- (30° + 150° + 75°) = 105°.


Anmerkungen zur Aufgabe und  zum Einsatz:

Der erste Lösungsvorschlag ist zwar elementar in Bezug auf die benötigten mathematischen Hilfsmittel, erfordert dafür aber eine ausgesprochen gute Organisation der einzelnen notwendigen Teilschritte. Manche Ideen oder Folgerungen werden gerade in mit derartigen Aufgabentypen ungeübteren Gruppen nicht ohne Weiteres vorausgesetzt werden können. Hier bietet sich eine stärkere Strukturierung der einzelnen Lösungsschritte an, die durch eine Unterteilung des Problems in elementare Teilaufgaben vorgenommen werden kann. Mögliche Fragestellungen hierzu wären etwa:
Suche gleich lange Strecken in deiner Zeichnung. Kannst du daraus etwas über die Größen der Winkel folgern?
Gibt es gleichschenklige oder sogar gleichseitige Dreiecke?
Welche Winkel kannst du schon jetzt bestimmen? Diese Winkel müssen nicht unbedingt in dem gesuchten Viereck liegen.
Siehst du kongruente Dreiecke? Was kannst du daraus folgern?
Aber auch ohne diese Hilfestellungen kann die Aufgabe gemeinsam angegangen werden. Hierzu wird zunächst nur die Zeichnung oder eine möglichst stimmige Skizze zum eigentlichen Problem gemacht, ohne dass es um die Innenwinkel im Viereck geht. ierzu wird HiDas Entdecken von Größenbeziehungen in den entstandenen Dreiecken – seien es gleich langer Seiten oder gleich große Winkel – kann in einer nächsten Arbeitsphase ebenfalls noch ohne die eigentliche Aufgabenstellung geschehen, so dass die vielfältigen Entdeckungen, die Schülerinnen und Schüler mit dieser Aufgabe machen können, zunächst als Steinbruch für die eigentliche Lösung zur Verfügung gestellt werden. In einer nachfolgenden Sortierung können die erhaltenen Ergebnisse ergänzt und bewertet werden. Eventuell ergeben sich aus dieser Strukturierung auch schon Ansätze einer Lösungsstrategie für das eigentliche Problem der Winkelgrößen im Viereck. Die Vorteile dieser Methode sind unmittelbar einsichtig. Zum einen können viele verschiedene Lösungsansätze, die die Schülerinnen und Schüler entdecken, in ein Gesamtkonzept integriert werden. Zum anderen kann die eigentliche Fragestellung nach Winkelgrößen in einem Viereck den Schülerinnen und Schülern eventuell den Blick auf den Lösungsweg verstellen, der nicht auf Vierecke, sondern auf Dreiecke fokussiert.


Ergänzungen der Aufgabe:

Nach geglückter Lösung der Aufgabe bietet sich als Ergänzung ein zweiter Beweis unter Verwendung des Satzes von Thales und von Eigenschaften des Sehnenvierecks ABCD an. Hier können die Schülerinnen und Schüler sehen, dass mathematische Aussagen mit Hilfe ganz unterschiedlicher Sätze und Aussagen bewiesen werden können. Auch lernen sie, dass manche Wege eher trickreich und unübersichtlich sind, während beim zweiten Lösungsweg über die Benutzen der beiden Kreissätze eine wesentlich deutlichere Struktur erkennbar wird. Ebenfalls sinnvoll erscheint es, diese beiden Sätze der Kreisgeometrie wieder in das Bewusstsein der Schülerinnen und Schüler zu holen, um sie im Folgenden für weitere Aufgaben des gleichen Typs anwendbar zu halten. Gerade der Satz über die Winkel in einem Sehnenviereck ist elementar und bietet viele interessante Anwendungen in weiteren Olympiadeaufgaben, ist aber andererseits längst nicht mehr im Schulunterricht verankert.



Olympiadeaufgabe 480835


Aufgabe:

Über fünf Punkte A, B, C, D, E wird vorausgesetzt:

(1) Die Punkte liegen in dieser Reihenfolge auf einem Kreis k mit dem Mittelpunkt M.
(2) Der Mittelpunkt M liegt auf der Strecke .
(3) Die Strecken  und  sind gleich lang.
(4) Die Strecken ,  und  haben dieselbe Länge.

a. Beweise, dass aus diesen Voraussetzungen folgt: Die Dreiecke MCD, MDE und MEA sind kongruent.
b. Berechne die Größen der Innenwinkel im Dreieck BCD.


Lösungsvorschlag:

zu Teil a. Aus (1) folgt, dass  Radien des Kreises k sind. Somit gilt
|MC| = |MD| = |ME| = |MA|. Wegen (4) gilt |CD| = |DE| = |EA|. Folglich stimmen die Dreiecke MCD, MDE und MEA in drei entsprechenden Seiten überein und sind nach dem Kongruenzsatz (SSS) kongruent.
Hinweis: Die Kongruenz folgt allein aus den Voraussetzungen (1) und (4).

zu Teil b: Aus Voraussetzung (2) folgt, dass  ein Durchmesser des Kreises ist und dass
|<CMA| = 180° gilt. Da die Winkel <CMD, <DME und <EMA nach Teil a) einander entsprechende Winkel in kongruenten Dreiecken sind, sind diese drei Winkel gleich groß, also
gilt |<CMD| = 60°. Das wegen Voraussetzung (1) gleichschenklige Dreieck MCD ist daher
sogar gleichseitig. Folglich gilt: |<CMD| = |<DCM| = |<MDC| = 60°.			 (5)
Aus (1) und (2) folgt nach dem Satz des Thales |< CBA| = 90°.
Aus (3) folgt dann, dass CAB ein gleichschenklig-rechtwinkliges Dreieck mit der Höhe BM
ist. Hieraus folgt: |<BMC| = 90° (6) und |< MCB| = |< CBM| = 45°. 			(7)
Aus (6) und (5) folgt: |<BMD| = |<BMC| + |<CMD| = 90° + 60° = 150°.
Da das Dreieck BDM wegen (1) gleichschenklig ist, folgt hieraus nach dem Basiswinkelsatz
und dem Innenwinkelsatz: |<MDB| = |<DBM| = 15° . 					(8)
Aus (5) und (7) folgt |<DCB| = |<DCM| + |<MCB| = 60° + 45°, also |<DCB| = 105°.
Aus (5) und (8) folgt |<BDC| = |<MDC| − |<MDB| = 60° − 15°, also |<BDC| = 45°.
Aus (7) und (8) folgt |<CBD| = |<CBM| − |<DBM| = 45° − 15°, also |<CBD| = 30°.
		[image: ]
Hinweis: Eine weitere Lösungsmöglichkeit ergibt sich für b) mit der Umkehrung des Peripheriewinkelsatzes.


Anmerkungen zur Aufgabe und  zum Einsatz:

Diese Aufgabe ähnelt der vorherigen Aufgabe 430823 in vielen Beweisideen. Sie ist aber deutlich komplexer und selbst mit Hilfe des Satzes von Thales ergeben sich viele trickreiche Beweisschritte, die ohne Anleitung nur von erfahrenen Problemlösern bearbeitet werden können. Durch die Zweiteilung der Aufgabe wird allerdings die erste Beweisidee über die Kongruenz der entsprechenden Dreiecke gesondert behandelt und muss deshalb nicht wie in der vorigen Aufgabe als Lösungsstrategie erkannt werden.
Auch bei dieser Aufgabe bieten sich vorstrukturierte Lösungswege an, die mehr oder weniger detailliert den Lösungsweg abbilden. Deutlich wird den Schülerinnen und Schülern auch, dass eine saubere und übersichtliche Zeichnung sowie ein strukturierter und mit Text versehener Lösungsweg viel zu einer gelungenen Lösung einer komplexen Aufgabe beitragen kann.


Ergänzungen der Aufgabe:

Wer sich analog zu der vorherigen Aufgabe noch auf andere Art und Weise mit der Struktur der Aufgabe beschäftigen möchte, kann auch hier einen vollkommen anderen Beweisweg wählen. Eine weitere Lösungsmöglichkeit für Aufgabenteil b. ergibt sich nämlich aus der Umkehrung des Peripheriewinkelsatzes. Auf diese Lösungsmöglichkeit wird hier nicht weitere eingegangen. Auch dieser Satz ist aber im Repertoire von problemlöseerfahrenen Schülerinnen und Schülern oft gut zu verwenden. Dass die Idee der Umkehrung eines Satzes ebenfalls nicht mehr oft im regulären Schulunterricht behandelt wird, eröffnet ebenfalls vielfältige neue Wege für ein weiteres Modul in diesem Zusammenhang.
Weitere Olympiadeaufgaben, die mit ähnlichen Argumenten und Voraussetzung lösbar sind, sind beispielsweise 370732, 440813 bzw. 440833. Auch hier sind wieder der Basiswinkelsatz, die Innen- und Außenwinkelsätze sowie geeignete Aussagen über kongruente Dreiecke der Schlüssel zur Lösung.



Olympiadeaufgabe 480833


Die folgende Aufgabe ist zwar umfassend in  ihren Voraussetzungen an geometrischen Sachverhalten und in der Fülle der Voraussetzungen und verwendeten Sätze, mit geeigneten Hilfestellungen aber zum zumindest in Aufgabenteil a. längst nicht so schwer zu lösen, wie es vielleicht zunächst erscheinen mag. Als Schlussaufgabe dieser Sequenz von drei Aufgaben benötigt sie neben elementaren Aussagen über besondere Linien im Dreieck als zusätzliche Voraussetzung den Peripheriewinkelsatz.


Aufgabe:

Das Dreieck ABC sei spitzwinklig und nicht gleichschenklig. Der Umkreis des Dreiecks werde mit k bezeichnet. Der Höhenschnittpunkt heiße H, der Schnittpunkt der Mittelsenkrechten heiße M. Der von C verschiedene Schnittpunkt der Geraden durch C und H mit dem Kreis k werde mit F bezeichnet. Der von C verschiedene Schnittpunkt der Geraden durch C und M mit dem Kreis k werde mit G bezeichnet.
a. Beweise: Das Viereck AGBH ist ein Parallelogramm.
b. Beweise: Wenn der Winkel BAC kleiner als der Winkel CBA ist, dann ist das Viereck AGFB ein gleichschenkliges Trapez.



Lösungsvorschlag:

zu Teil a. Nach Aufgabenstellung gilt (siehe Abbildung):
(1) Das Dreieck ABC ist spitzwinklig und nicht gleichschenklig.
(2) Der Kreis k ist der Umkreis des Dreiecks ABC.
(3) Die Höhen des Dreiecks ABC schneiden einander im Punkt H.
(4) Die Mittelsenkrechten des Dreiecks ABC schneiden einander im Punkt M.
(5) Die Gerade durch die Punkte C und H schneidet den Kreis k außer im Punkt C auch im Punkt F.
(6) Die Gerade durch die Punkte C und M schneidet den Kreis k außer im Punkt C auch im Punkt G.
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Aus (2) und (4) folgt nach dem Satz über den Schnittpunkt der Mittelsenkrechten eines Dreiecks, dass M der Mittelpunkt des Umkreises k ist. Aus (6) folgt dann, dass  einDurchmesser von k ist. Nach dem Satz des Thales folgt hieraus |<GAC| = 90°, also
GA steht senkrecht auf AC. 									(7)
Aus (3) folgt, dass die zum Eckpunkt B gehörende Höhe des Dreiecks auf der Geraden BH
liegt. Folglich gilt: BH steht senkrecht auf AC. 							(8)
Aus (7) und (8) folgt, dass die Geraden GA und BH die Gerade AC als gemeinsame Orthogonale haben. Folglich gilt: GA ist parallel zu BH.	 						(9)
Analog kann man GB senkrecht auf BC und AH senkrecht auf BC aus den Voraussetzungen ableiten. Folglich gilt: GB ist parallel zu AH.		 						(10)
Aus (9) und (10) folgt, dass das Viereck AGBH zwei Paare paralleler Seiten hat und daher ein Parallelogramm ist.

zu Teil b. Wie in Teil a. erhält man die Beziehungen GF senkrecht auf FC und AB senkrecht auf FC und folglich: AB parallel zu GF.		 							(11)
Aus (4), (6) und dem Satz des Thales folgt CB senkrecht auf BG. Wegen AB senkrecht auf FC stehen daher die Schenkel der spitzenWinkel <FCB und <ABG paarweise aufeinander senkrecht, und hieraus folgt: |<FCB| = |<ABG| =: ϕ.								 	(12)
Wegen (2), (5) und (6) liegen A, B, C, F und G auf dem Kreis k. Folglich sind die Winkel
<GAF und <GBF Peripheriewinkel über demselben Kreisbogen und es gilt
|<GAF| = |<GBF| =: ε.
Analog erhält man |<FAB| = |<FCB|, wegen (12) also |<FAB| = |<ABG| = ϕ.
Da das Dreieck ABC nach Voraussetzung (1) nicht gleichschenklig ist, kann der Schnittpunkt
M der Mittelsenkrechten nicht auf der Geraden CH liegen. Daher sind F und G verschieden.
Nach Voraussetzung gilt
|<BAC| < |<CBA| . 										(13)
Deshalb liegt der Höhenfußpunkt der Höhe zu C zwischen dem Seitenmittelpunkt von AB
und B und folglich liegen A, G, F, B in dieser Reihenfolge auf dem Bogen . Wegen dieser
Reihenfolge gelten
|<GAB| = |<FAB| + |<GAF| = ϕ + ε  und  |<ABF| = |<ABG| + |<GBF| = ϕ + ε.
Hieraus folgt |<GAB| = |<ABF|. 								(14)
Aus (11) und (14) folgt schließlich, dass das Viereck AGFB ein gleichschenkliges Trapez ist.


Anmerkungen zur Aufgabe und  zum Einsatz:

Wie bei den beiden vorhergehenden Aufgaben ist auch hier ein zielgerichtetes Arbeiten zur eigenständigen Lösung der Aufgabe unabdingbar. Eine derartige Struktur in eine zunächst ungerichtete und probierende Lösungsphase hineinzubringen, gehört zu den umfassenden Zielen, die Mathematikunterricht in der Schule vermitteln sollte. Aufgaben dieses Typs gehören dabei allerdings in ihrer Komplexität zu den eher schwierigeren, denen unsere Schülerinnen und Schüler während ihrer Schulzeit begegnen dürften.
Alleine die übersichtliche Organisation der gegebenen Datenmenge kann bei dieser Aufgabe schon zu ersten Lösungsideen führen. Durch eine Kombination dieser verschiedenen Aussagen können die Schüler zu weiteren Folgerungen kommen, auch wenn diese zunächst noch nicht direkt in das Ziel der durch die Fragestellung vorgegebenen Richtung führen. Das Ziel muss aber von Anfang an klar sein: Es müssen zwei Paare paralleler Seiten gefunden werden, damit die Bedingung „Parallelogramm“ bestätigt werden kann.
In Aufgabenteil b. muss gezeigt werden, dass ein Paar paralleler Seiten und zwei gleich große Basiswinkel existieren. Dieser Beweis ist deutlich schwieriger zu führen als in Aufgabenteil a. Vor allem die exakte Beachtung aller Voraussetzungen, der gegebenen Einschränkungen über die Größenordnungen der verschiedenen Winkel und präzise Aussagen über die Lage einzelner Punkte auf dem gegebenen Kreis führen zu neuen Schwierigkeiten, die in den bisherigen Aufgaben in dieser Fülle noch nicht auftraten. Trotzdem lohnt sich für interessierte Schülerinnen und Schüler eine Beschäftigung mit diesem Aufgabenteil, weil er zeigt, mit welcher Präzision in mathematischen Beweisen gearbeitet werden muss, um wirklich schlüssige Folgerungen zu erzielen.


Ergänzungen der Aufgabe:

Weitere schwere Aufgaben zu diesem Themenkomplex finden sich etwa in 410835, 460845 oder 470835.
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