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	Mathematik-Olympiaden e. V.
Geometrie  „Flächeninhalte“



Erläuterungen zum Modul
Das vorliegende Modul „Flächeninhalte“ umfasst sechs Arbeitsblätter mit insgesamt zwölf Aufgaben. Alle Aufgaben sind verschiedenen Wettbewerbsrunden der Mathematik-Olympiade entnommen; hierbei bedeutet 550722 (vgl. Aufgabe 1): 55. Mathematik-Olympiade, 07 Klassen, 2. Runde, 2. Aufgabe.
Die Aufgaben sind nach dem Schwierigkeitsgrad angeordnet: Während die ersten beiden Arbeitsblätter von allen Schülerinnen und Schülern bearbeitet werden können, sind das dritte und vierte Arbeitsblatt etwas schwieriger und erfordern schon mehr Ausdauer. Das letzte Arbeitsblatt richtet sich aufgrund seines Sachkontextes eher an besonders schnelle Schülerinnen und Schüler.
	Zu allen Aufgaben sind in grau unterlegten Kästen mögliche Denkanstöße für die Schülerinnen und Schüler formuliert.


Zu den einzelnen Aufgaben wurden teilweise GeoGebra-Dateien angefertigt. Diese können als fertige Dateien zur Unterstützung eingesetzt oder auch von den Schülerinnen und Schülern selbst angefertigt werden. Durch Anklicken des jeweiligen Bildes können die Dateien heruntergeladen werden.
Inhaltsübersicht der Arbeitsblätter:
1. Arbeitsblatt: „Quadrat und Dreieck“
(gleichseitiges, gleichschenkliges und rechtwinkliges Dreieck; Flächeninhalt eines Dreiecks und Quadrats; Innenwinkelsumme eines Dreiecks; Basiswinkel; Nebenwinkel; flächeninhaltsgleiche Dreiecke)
2. Arbeitsblatt: „Quadrat und Rechteck“
(Umfang und Flächeninhalt eines Quadrats und Rechtecks)
3. Arbeitsblatt: „Rechteck, Sechseck und Dreieck“
(Flächeninhalt eines Rechtecks, Dreiecks und Sechsecks; Strecke, Mittelpunkt und Seitenhalbierende; flächeninhaltsgeleich; Lotfußpunkt)
4. Arbeitsblatt: „Dreiecke, Trapez, Parallelogramm“
(gleichschenklig-rechtwinklige Dreiecke; Lotfußpunkt; Flächeninhalt eines Dreiecks; gleichschenkliges Trapez; Flächeninhalt eines Trapezes; Flächeninhalt eines Parallelogramms)
5. Arbeitsblatt: „Vielecke“
(Flächeninhalt von Vielecken)
6. Arbeitsblatt: „Rechteckiges Blumenbeet“ und „Kreisfläche“
(Flächeninhalt eines Rechtecks; Quader und Zylinder; proportional; Volumen eines Quaders)
Aufgaben mit Lösungsvorschlägen und Denkanstößen
Aufgabe 1 (550722 c)	„Quadrat und Dreieck – Teil 1“
Ein Quadrat ABCD habe die Seitenlänge 4 cm. Der Eckpunkt E des gleichseitigen Dreiecks CDE liegt innerhalb und der Eckpunkt F des gleichseitigen Dreiecks BFC liegt außerhalb des Quadrats ABCD (siehe Skizze).
[image: ]
Berechne das Verhältnis vom Flächeninhalt des Dreiecks CEF zum Flächeninhalt des Quadrats ABCD.
Lösungsvorschlag:
	Bei Schwierigkeiten können den Schülerinnen und Schülern folgende Denkanstöße gegeben werden:
(1) Bestimme die Innenwinkel der Dreiecke CDE und ECF.
(2) Welche besonderen Eigenschaften hat das Dreieck ECF?


Der Flächeninhalt des Quadrates ABCD beträgt .
Da der Winkel  groß ist (gleichseitiges Dreieck), ist der Winkel  groß. Da der Winkel  groß ist (gleichseitiges Dreieck), gilt für den Winkel .
Also gilt für den Flächeninhalt des rechtwinkligen Dreiecks CEF: .
Das Verhältnis vom Flächeninhalt des Dreiecks CEF zum Flächeninhalt des Quadrates ABCD ist folglich .
[image: ]Aufgabe 2 (520723 a u. b)	„Quadrat und Dreieck – Teil 2“
a) Die Abbildung A 520723 a zeigt ein Quadrat ABCD, dem ein Quadrat EFGH so einbeschrieben ist, dass die Eckpunkte des kleineren Quadrates EFGH auf den Seitenmitten des Quadrates ABCD liegen. Der Flächeninhalt des Quadrates ABCD beträgt .
Ermittle den Flächeninhalt des Quadrates EFGH.
b) [image: ]Die Abbildung A 520723 b zeigt ein Quadrat PQRS, dem ein kleineres Quadrat TUVW einbeschrieben ist. Das größere Quadrat hat einen Flächeninhalt von  und das kleinere Quadrat hat einen Flächeninhalt von .
Ermittle den Flächeninhalt des Dreiecks PTW.
Lösungsvorschlag:
Zu (a):
	Bei Schwierigkeiten können den Schülerinnen und Schülern folgende Denkanstöße gegeben werden:
(1) Kannst du die beiden Quadrate sinnvoll in Teilflächen zerlegen?
(2) Gibt es flächeninhaltsgleiche Teilflächen?


Das Quadrat ABCD hat doppelt so großen Flächeninhalt wie das Quadrat EFGH. Folglich hat das Quadrat EFGH einen Inhalt von .
[image: ]Begründung:
Zum Beweis zeichnet man im Quadrat EFGH die Diagonalen ein (siehe obere Skizze).
Der Schnittpunkt M der Diagonalen des Quadrates EFGH ist ebenfalls der Schnittpunkt der Diagonalen des Quadrates ABCD (siehe untere Skizze).
[image: ]Das Quadrat EFGH zerfällt aufgrund der Symmetrie in die flächeninhaltsgleichen, gleichschenklig-rechtwinkligen Dreiecke EFM, FGM, GHM und HEM. Das Quadrat EBFM wird durch die Diagonale  in die zueinander kongruenten Dreiecke EBF und EFM zerlegt. Entsprechendes gilt für die Dreiecke GFC, HGD und EHA.
Daraus folgt die Behauptung.
Zu (b):
	Bei Schwierigkeiten können den Schülerinnen und Schülern folgende Denkanstöße gegeben werden:
(1) Wie groß ist die Fläche der vier Dreiecke?
(2) Was haben die vier Dreiecke gemeinsam?


[image: ]Das große Quadrat hat den Flächeninhalt  und daher die Seitenlänge 6 cm. Das kleine Quadrat hat den Flächeninhalt  und daher die Seitenlänge 5 cm.
Die Differenz der Flächeninhalte der beiden Quadrate beträgt folglich . Die vier Dreiecke in der Differenzfläche werden durch Drehung um den Diagonalschnittpunkt des großen Quadrates mit den Winkeln 90°, 180° und 270° aufeinander abgebildet und sind daher kongruent zueinander.
Der Flächeninhalt des Dreiecks PTW ist folglich ein Viertel des Flächeninhaltes der Differenzfläche, also .

Aufgabe 3 (470722)	„Quadrat und Rechteck – Teil 1“
Wir betrachten ein Quadrat und ein von einem Quadrat verschiedenes Rechteck. Die beiden Vierecke haben den gleichen Umfang.
a) Die Quadratseite ist 4,5 cm lang. Eine der Rechteckseiten ist 5 mm länger als die Quadratseite.
Um wie viel Quadratzentimeter unterscheiden sich die Flächeninhalte des Quadrats und des Rechtecks?
b) Weise nach, dass folgende Aussage gilt:
„Haben ein Quadrat und ein Rechteck den gleichen Umfang, dann ist die Quadratseite halb so lang wie zwei benachbarte Rechteckseiten zusammen.“
Lösungsvorschlag:
Zu (a):
	Bei Schwierigkeiten kann den Schülerinnen und Schülern folgender Denkanstoß gegeben werden:
(1) Bestimme die Seitenlängen des Rechtecks.


Quadrat:
Der Umfang des Quadrats beträgt .
Der Flächeninhalt  des Quadrats ergibt sich aus .


Rechteck:
Wir bezeichnen die Rechteckseiten mit a und b. Da eine Rechteckseite 5 mm länger ist als die Seitenlänge des Quadrates, gilt hierfür: . Für die andere Seitenlänge des Rechtecks folgt dann:  und somit .
Folglich gilt für den Flächeninhalt des Rechtecks .
Somit hat das Quadrat einen um  größeren Flächeninhalt als das Rechteck.
Zu (b):
	Bei Schwierigkeiten kann den Schülerinnen und Schülern folgende Denkanstöße gegeben werden:
(1) Fertige eine Skizze an.
(2) Stelle jeweils einen Term für den Umfang des Quadrats und den Umfang des Rechtecks auf.
(3) Setze die beiden Terme gleich.


Bezeichnet man die Seitenlänge des Quadrats mit s, dann gilt für den Umfang . Für den Umfang des Rechtecks gilt allgemein: .
Da das Quadrat und das Rechteck denselben Umfang haben, gilt: .
Dividiert man beide Seiten durch 4, dann folgt hieraus: .
Folglich ist die Quadratseite immer halb so lang wie die Summe zwei benachbarter Rechteckseiten, sofern beide denselben Umfang haben.

Aufgabe 4 (550712)	„Quadrat und Rechteck – Teil 2“
Wir betrachten ein Quadrat Q1 mit der Seitenlänge a, ein Quadrat Q2 mit der Seitenlänge b und ein Rechteck R mit den Seitenlängen a und b.
a) Wir untersuchen zuerst den Spezialfall , .
Zeichne zunächst die Vierecke Q1, Q2 und R.
Begründe anschließend:
Man kann das Quadrat Q1 so in rechteckige Teilflächen zerlegen, dass man aus diesen Teilflächen und dem Quadrat Q2 zweimal das Rechteck R und ein neues Quadrat Q3 zusammenfügen kann.
Ermittle den Flächeninhalt des Quadrats Q3.
b) Beweise nun für beliebige Seitenlängen a und b:
Die Summe der Flächeninhalte von Q1 und Q2 ist stets größer oder gleich dem Doppelten des Flächeninhalts von R.


Lösungsvorschlag:
Zu (a):
Zeichnungen (ggf. zum Ausschneiden und Legen):
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	[image: ]Bei Schwierigkeiten kann den Schülerinnen und Schülern folgender Denkanstoß gegeben werden:
(1) Lege die beiden Quadrate Q1 und Q2 wie folgt nebeneinander:




[image: ]Wir schneiden vom Quadrat Q1 mit der Seitenlänge 7 cm ein Rechteck R1 mit den Seitenlängen  und  ab, wie es die nebenstehende Abbildung zeigt.
Übrig bleibt ein Rechtecke R2 mit den Seitenlängen  und  . Dieses zerlegen wir in ein Rechteck R3 mit den Seitenlängen  und  sowie in ein Quadrat Q3 mit der Seitenlänge .
Das Rechtecke R3 legen wir an das Quadrat Q2 als Rechteck R‘3 an, wie es die Abbildung zeigt. Das Quadrat Q2 und das Rechteck R‘3 bilden zusammen eine Rechteck R4 mit den Seitenlängen  und .
Die Rechtecke R1 und R4 sind kongruent zum Rechteck R, weswegen wir das Rechteck R zweimal aus R1 und R4 zusammensetzen können.
Übrig bleibt das Quadrat Q3 mit der Seitenlänge 3 cm und daher mit dem Flächeninhalt 9 cm2.
Zu (b):
	Bei Schwierigkeiten kann den Schülerinnen und Schülern folgende Denkanstöße gegeben werden:
(1) Betrachte den Spezialfall .
(2) Verallgemeinere deine Vorgehensweise aus Aufgabenteil (a).


Ohne Beschränkung der Allgemeinheit können wir  voraussetzen, da wir dies durch Vertauschen der Beziehungen der Quadrate Q1 und Q2 stets erreichen können.
Im Fall  sind Q1, Q2 und R gleich groß und die Aussage wahr.
Sei also im Folgenden :
[image: ]
Das Quadrat Q1 mit der Seitenlänge  wird in ein Rechteck R1 mit den Seitenlängen  und  und eine Rechteck R2 mit den Seitenlängen  und  zerlegt. Das Rechteck R2 wird weiter in ein Rechteck R3 mit den Seitenlängen  und  sowie ein Quadrat Q3 mit der Seitenlänge  zerlegt (siehe Skizze oben).
Das Rechteck R3 wird mit einer Seite der Länge  als Rechteck R‘3 an das Quadrat Q2 angelegt und ergibt zusammen mit dem Quadrat Q2 ein weiteres Rechteck R4 mit den Seitenlängen  und . Die Rechtecke R1 und R4 sind kongruent zum Rechteck R, weswegen wir das Rechteck R zweimal aus R1 und R4 zusammensetzen können.
Folglich ist das Doppelte des Flächeninhalts des Rechtecks R um  kleiner als die Summe der Flächeninhalte der Quadrate Q1 und Q2.
Das Doppelte des Flächeninhalts von R ist daher kleiner oder gleich der Summe der Flächeninhalte von Q1 und Q2.
Lösungsvariante zu (b):
OBdA können wir  voraussetzen.
Wir betrachten ein Quadrat mit der Seitenlänge . Dieses Quadrat hat einen nichtnegativen Flächeninhalt, d. h., es gilt .
Durch Ausmultiplizieren folgt  und hieraus folgt .
Daher ist das Doppelte des Flächeninhalts  des Rechtecks R tatsächlich kleiner oder gleich der Summe der Flächeninhalte der Quadrate Q1 und Q2.

Aufgabe 5 (540724)	„Rechteck und Dreieck“
Max beschäftigt sich gern mit geometrischen Figuren und hat dabei schon manche Entdeckung gemacht.
a) Er zeichnet ein Rechteck ABCD und markiert auf der Diagonalen  einen von A und C verschiedenen Punkt P. Den Schnittpunkt der Parallelen zur Geraden  durch den Punkt P mit der Seite  nennt er E und den mit der Seite  nennt er G. Den Schnittpunkt der Parallelen zur Geraden  durch den Punkt P mit der Seite  bezeichnet er mit F und den mit der Seite  bezeichnet er mit H.
Max behauptet, dass die Rechtecke DHPG und BFPE denselben Flächeninhalt haben.
Erstelle eine entsprechende Zeichnung und beweise, dass die Rechtecke DHPG und BFPE stets denselben Flächeninhalt haben, wenn sie wie beschrieben konstruiert wurden.
b) Nun zeichnet Max ein Dreieck ABC. Er bezeichnet den Mittelpunkt der Strecke  mit D, den Mittelpunkt der Strecke  bezeichnet er mit E und den Mittelpunkt der Strecke  bezeichnet er mit F. Die Verbindungsstrecken ,  und  heißen die Seitenhalbierenden des Dreiecks ABC. Diese schneiden sich bekanntlich in einem Punkt, den Max mit S bezeichnet.
Max behauptet nun: Die sechs Dreiecke ADS, DBS, BES, ECS, CFS, FAS haben denselben Flächeninhalt.
Erstelle eine entsprechende Zeichnung und beweise, dass die sechs Dreiecke ADS, DBS, BES, ECS, CFS, FAS stets denselben Flächeninhalt haben, wenn sie wie beschrieben konstruiert wurden.
Lösungsvorschlag:
Zu (a):
	Entscheidend zur Lösung der Aufgabe ist die Erstellung der entsprechenden Zeichnung mit den korrekten Bezeichnungen. Hier muss ggf. geholfen werden.


Da die Strecke  eine Diagonale der Rechtecke ABCD, AEPH sowie CGPF ist, teilt sie …
· das Rechteck ABCD in die beiden flächengleichen Dreiecke ABC und ACD (mit dem Flächeninhalt A1),
· [image: ]das Rechteck AEPH in die beiden flächengleichen Dreiecke AEP und APH (mit dem Flächeninhalt A2) und
· das Rechteck CGPF in die beiden flächengleichen Dreiecke CGF und CGP (mit dem Flächeninhalt A3).
Für den Flächeninhalt des Rechtecks BFPE gilt daher: .
Für den Flächeninhalt des Rechtecks DHPG gilt aber auch: .
Die beiden Rechtecke sind folglich flächengleich, wenn sie wie beschrieben wurden.
Zu (b):
	Entscheidend zur Lösung der Aufgabe ist die Erstellung der entsprechenden Zeichnung mit den korrekten Bezeichnungen. Hier muss ggf. geholfen werden.


[image: ]Da D der Mittelpunkt der Seite  ist, gilt: .
Da auch die Höhen der Dreiecke ADS und DBS bezüglich der Grundseite  bzw.  gleich lang sind, sind die Flächeninhalte der Dreiecke ADS und DBS gleich groß.
Wir bezeichnen diesen Flächeninhalt mit A1.
Analog folgt, dass die Dreiecke BES und ECS einen gleichen Flächeninhalt A2 sowie die Dreiecke CFS und FAS einen gleichen Flächeninhalt A3 haben (siehe Zeichnung).
Da auch die Dreiecke ADC und DBC jeweils eine gleich lange Grundseite und Höhe aufweisen, sind die Flächen dieser beiden Dreiecke ebenfalls gleich groß.
Es ergibt sich daher , woraus  folgt.
Mit analogen Überlegungen für die Dreiecke FAB und CFB folgt .
Die Dreiecke ADS, DBS, BES, ECS, CFS und FAS haben folglich denselben Flächeninhalt, wenn sie wie beschrieben konstruiert wurden.
[image: ]
Aufgabe 6 (520736 a u. c)	„Quadrat, Sechseck und Dreieck“
a) Die nebenstehende Abbildung zeigt ein Quadrat ABCD; seine 
Seitenlänge betrage . Es gelte außerdem .
[image: ]Ermittle den Flächeninhalt des grauen, sechseckigen Teiles.

b) Es sei ABCD ein Quadrat mit der Seitenlänge a und es seien E der Mittelpunkt der Seite  sowie F ein Punkt auf der Strecke , siehe nebenstehende Abbildung. Außerdem seien die Dreiecke AFE und BCF flächeninhaltsgleich.
Ermittle unter diesen Voraussetzungen den Flächeninhalt des grauen Dreiecks ABF in Abhängigkeit von a.
Lösungsvorschlag:
Zu (a):
	Bei Schwierigkeiten kann den Schülerinnen und Schülern folgender Denkanstoß gegeben werden:
(1) Berechne den Flächeninhalt eines der beiden weißen Dreiecke.


Die beiden weißen rechtwinkligen Dreiecke ergänzen sich einem Quadrat mit der Seitenlänge .
Da das gesamte Quadrat einen Flächeninhalt von  hat, gilt für die Maßzahl des gesuchten sechseckigen Flächeninhalts:
.
Zu (b):
	Bei Schwierigkeiten können den Schülerinnen und Schülern folgende Denkanstöße gegeben werden:
(1) Bestimme den Flächeninhalt des Dreiecks CDE.
(2) Stelle Terme für die Bestimmung der Flächeninhalte der Dreiecke AEF und BCF auf.
(Bei Problemen kann man hier die beiden Lotfußpunkte G und H einzeichnen sowie die Variable h als Höhe des Dreiecks BCF.)
(3) Bestimme (mithilfe einer Gleichung) h in Abhängigkeit von a.


[image: ]Der Flächeninhalt  des rechtwinkligen Dreiecks CDE ist .
Es seien G und H die sog. Fußpunkte der Lote von F auf die Seiten  bzw. , und es sei  und  (siehe Skizze).
Also gilt für die Flächeninhalte der Dreiecke AEF bzw. BCF:
 bzw. .
Da diese beiden Flächeninhalte gleich groß sein sollen, gilt:
 
Also folgt durch Einsetzen:  und demnach für den gesuchten Flächeninhalt des grauen Dreiecks ABF: .

Aufgabe 7 (460733 a)	„Dreiecke“
Wir betrachten gleichschenklig-rechtwinklige Dreiecke ABC mit dem rechten Winkel in C und dem Mittelpunkt M der Seite AB (siehe Skizze).
Es seien F der Fußpunkt des Lotes von M auf BC und G der Fußpunkt des Lotes von M auf AC.
Beweise, dass aus diesen Voraussetzungen folgt:
Die Summe der Flächeninhalte der Dreiecke AMG und MBF ist halb so groß wie der Flächeninhalt des Dreiecks ABC.
Lösungsvorschlag:
	Entscheidend zur Lösung der Aufgabe ist die Erstellung der entsprechenden Zeichnung mit den korrekten Bezeichnungen. Hier muss ggf. geholfen werden.


Zunächst sollte eine Skizze angefertigt werden:
[image: ]
Da in jedem gleichschenkligen Dreieck die zur Grundseite gehörende Seitenhalbierende und die Höhe zusammenfallen, folgt aus den Voraussetzungen, dass ,  und  die zu den jeweiligen Grundseiten gehörenden Höhen in den zugehörigen Dreiecken sind.
Da jedes gleichschenklig-rechtwinklige Dreieck durch die zur Grundseite gehörenden Höhe in zwei kongruente Dreiecke zerlegt wird, die ebenfalls gleichschenklig und rechtwinklig sind, folgt aus den Voraussetzungen, dass die Dreiecke AMG, MBF, CMF und MCG kongruent und daher inhaltsgleich sind.
Hieraus folgt dann, dass die Summe der Flächeninhalte der Dreiecke AMG und MBF halb so groß ist wie der Flächeninhalt des Dreiecks ABC.

Aufgabe 8 (490736)	„Trapez“
Bei einem gleichschenkligen Trapez ABCD schneiden sich die Diagonalen rechtwinklig, siehe die nicht maßstabsgerechte Abbildung. Die beiden parallelen Seiten haben den Abstand 7 cm.
[image: ]
Ermittle den Flächeninhalt dieses Trapezes.
Lösungsvorschlag:
	Entscheidend zur Lösung der Aufgabe ist die Umwandlung des Trapezes in ein flächeninhaltsgleiches Quadrat. Bei der Bestimmung der Seitenlänge des Quadrats muss sorgfältig argumentiert werden.


[image: ]Betrachte die nebenstehende Skizze.
Der Fußpunkt des Lots von C auf AB heiße B‘, der Fußpunkt des Lots von A auf CD heiße D‘.
Die Dreiecke ADD‘ und BB’C sind zueinander kongruent (Kongruenzsatz ssw).
Da die Winkel α1 und δ gleich groß sind (Wechselwinkel), gilt:
α2 + δ = 90° (Summe der Innenwinkel eines Dreiecks) und damit auch α1 + α2 = 90°.
Daher ist das Viereck AB’CD‘ ein Rechteck.
Die Strecken BD und B’D‘ sind zueinander parallel, also sind die Strecken AC und B’D‘ zueinander senkrecht. Somit ist das Viereck AB’CD‘ ein Quadrat mit der Seitenlänge 7 cm.
Für den Flächeninhalt des Trapezes ABCD gilt also: .

Aufgabe 9 (530735 u. 540736)	„Parallelogramm“
Betrachtet wird ein Parallelogramm ABCD.
a) Mit M wird der Mittelpunkt der Seite AB und mit N wird der Mittelpunkt der Seite BC bezeichnet.
Bestimme, wie viel Prozent der Parallelogrammfläche die Fläche des Dreiecks DMN einnimmt.
b) Der Schnittpunkt der Diagonalen wird mit M bezeichnet. Weiter seien E der Mittelpunkt der Seite AD und F der Schnittpunkt der Geraden AC und BE.
Ermittle das Verhältnis des Flächeninhaltes des Dreiecks BMF zum Flächeninhalt des Parallelogramms ABCD.
Lösungsvorschlag:
Zu (a):
	Entscheidend zur Lösung der Aufgabe ist die Erstellung der entsprechenden Zeichnung mit den korrekten Bezeichnungen. Hier muss ggf. geholfen werden.


[image: ]Sei der Punkt O der Mittelpunkt der Seite CD und der Punkte P der Mittelpunkt der Seite AD. Die Strecken  und  schneiden sich im Punkt S.
Es gilt:  ist parallel zu , und  ist parallel zu . Die Strecken   und  teilen daher das Parallelogramm in vier gleich große Teile.
Die Strecke  teilt das kleine Parallelogramm MBNS in zwei gleich große Teile. Somit ist die Fläche des Dreiecks MNS  der Fläche des Parallelogramms ABCD.
Die Dreiecke MSE und PED sind flächeninhaltsgleich. Gleiches gilt für die Dreiecke SNF und FOD. Somit sind die Teilflächen der beiden Dreiecke MSE und PFD und des Vierecks DESF genau so groß wie das kleine Parallelogramm PSOD, also  der Fläche des Parallelogramms ABCD.
Insgesamt erhält man für die Fläche des Dreiecks DMN: .
Die Fläche des Dreiecks DMN nimmt als 37,5 % der Parallelogrammfläche ABCD ein.


Zu (b):
	Entscheidend zur Lösung der Aufgabe ist die Erstellung der entsprechenden Zeichnung mit den korrekten Bezeichnungen. Hier muss ggf. geholfen werden.


[image: ]Es sei G der Mittelpunkt der Seite . Dann ist EG eine Mittellinie im Parallelogramm ABCD, weswegen M Mittelpunkt der Strecke  ist und ABGE ein Parallelogramm ist, dessen Flächeninhalt halb so groß ist wie der des Parallelogramms ABCD.
Es gilt: 
Da der Flächeninhalt des Parallelogramms ABGE durch seine Diagonale  halbiert wird, gilt
.
Da M der Mittelpunkt der Strecke  ist, gilt .
Da die Dreiecke BME und AME die gleiche Höhe über der Grundseite  haben, besitzen sie gleichen Flächeninhalt, 
Da E und M Mittelpunkte von  bzw.  sind, sind  und  Seitenhalbierende des Dreiecks ABD. Daher teilt ihr Schnittpunkt F die Strecke  im Verhältnis 2:1 und es folgt:
.
Die Dreiecke AME und FME haben die gleiche Höhe über den Seiten  bzw. .
Wegen  folgt  und wegen  daher auch 
Rückwärtsdenkend folgt also:
.
Das Verhältnis des Flächeninhaltes des Dreiecks BMF zum Flächeninhalt des Parallelogramms ABCD ist daher 1 : 12.
[image: ]Aufgabe 10 (460713 c) d) und 460724 b) c))	„Vielecke“
Die nebenstehende Abbildung zeigt ein Brett, auf dem neun Nägel in einer quadratischen Anordnung angebracht sind. Der Abstand zweier benachbarter Nägel betrage sowohl waagerecht als auch senkrecht jeweils 1 cm (die Abbildung ist nicht maßstäblich). Im Folgenden sind diese Nägel als Punkt anzusehen.
Es sei n die Anzahl der Nägel, die Ecken eines Vielecks sind oder auf dem Rand dieses Vierecks liegen, wobei außerdem vorausgesetzt wird, dass im Inneren dieses Vielecks jeweils genau ein Nagel liegen soll und dass dieses Vieleck den linken unteren Punkt der unteren Zeile als Eckpunkt besitzt. Dann gilt offenbar .
(a) Zeichne für jedes n ein solches Vieleck in die folgenden „Bretter“ ein:
	[image: ]
n = 3
	[image: ]
n = 4
	[image: ]
n = 5
	[image: ]
n = 6
	[image: ]
n = 7
	[image: ]
n = 8


(b) Ermittle den Flächeninhalt A deiner in Teil (a) gezeichneten Vielecke und untersuche den Zusammenhang zwischen n und A. Stelle eine Gleichung auf, die diesen Zusammenhang beschreibt.
(c) Es sei n die Anzahl der Nägel, die Ecken eines Vielecks sind oder auf dem Rand dieses Vierecks liegen, wobei im Inneren des Vielecks nun kein Nagel mehr liegen soll. Lässt man n die Zahlen 3, 4, 5, 6, 7, 8 durchlaufen, so gibt es zu jedem n voneinander verschiedene Vielecke.
Zeichne zu jedem dieser n zwei nicht deckungsgleiche Vielecke, die den linken unteren Nagel der unteren Zeile als Eckpunkt und den mittleren Nagel der unteren Zeile entweder als Eckpunkt oder auf einer Seite enthalten.
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(d) Ermittle den Flächeninhalt A eines jeden in Teil (c) gezeichneten Vielecks und untersuche den Zusammenhang zwischen n und A. Stelle eine Gleichung auf, die diesen Zusammenhang beschreibt.


Lösungsvorschlag:
Zu (a):
Beispiele für solche Vielecke für  sind im Folgenden dargestellt (Skizzen nicht maßstäblich):
	
n = 3
	
n = 4
	
n = 5
	
n = 6
	
n = 7
	
n = 8


Zu (b):
Für die Flächeninhalte A der in Teil (a) gezeichneten Vielecke gilt:
	n
	3
	4
	5
	6
	7
	8

	A in cm2
	1,5
	2
	2,5
	3
	3,5
	4


Man erkennt an dieser Zusammenstellung, dass die Maßzahl des Flächeninhaltes stets halb so groß ist wie die Anzahl der Punkte auf dem Rand der gewählten Figuren.
Es gilt also:  bzw. .
Zu (c):
Die folgende Abbildung zeigt für  jeweils zwei nicht deckungsgleiche n-Ecke (Skizzen nicht maßstäblich, für einige dieser n gibt es weitere Beispiele):
	

	

	

	

	

	


	

n = 3
	

n = 4
	

n = 5
	

n = 6
	

n = 7
	

n = 8


Zu (d):
Für die Flächeninhalte A der in Teil (c) gezeichneten Vielecke gilt:
	n
	3
	4
	5
	6
	7
	8

	A in cm2
	0,5
	1
	1,5
	2
	2,5
	3


Man erkennt, dass  oder  gilt.
[image: ]Aufgabe 11 (460822)	„rechteckiges Blumenbeet“
Gärtner Grün hat für ein rechteckiges Frühlingsbeet 276 Tulpenzwiebeln gekauft. Aus 66 wachsen rot blühende Tulpen, aus 210 wachsen Tulpen mit gelben Blüten.
Gärtner Grün steckt die Zwiebeln im empfohlenen Abstand von 15 cm in den Boden. Alle rot blühenden Tulpen werden an den Rand des Beetes gesetzt, 5 cm vom Rand entfernt. Die gelb blühenden Tulpen werden ins Innere gesetzt, wie es die Abbildung zeigt.
(a) Bestimme die Anzahl der Spalten und Zeilen des oben beschriebenen rechteckigen Blumenbeets.
(b) Berechne anschließend den Flächeninhalt des Blumenbeets.
Lösungsvorschlag:
[image: ]Zu (a):
Zur Lösung dieses Problems ist es zunächst sinnvoll Variablen einzuführen; dies kann wie rechts abgebildet geschehen:
Die Variable a steht für die Anzahl der Tulpen auf der Breitseite des Beetes (ohne oberen und unteren Rand), die Variable b bezeichnet die Anzahl der Tulpen auf der Längsseite.
Nun ist es möglich, aus den genannten Bedingungen folgende zwei Gleichungen aufzustellen:
Für die Anzahl der roten Tulpen gilt:	(*) 
Für die Anzahl der gelben Tulpen gilt:	(**) 
Mit etwas Fleiß und/oder unter Verwendung technischer Hilfsmittel wie z. B. Excel lassen sich die zwei Möglichkeiten für das Tulpenbeet durch systematisches Probieren herausfinden:
	
	
	

	1
	32
	30

	2
	31
	58

	3
	30
	84

	…
	…
	…

	10
	23
	210

	…
	…
	…

	21
	12
	210

	…
	…
	…


Hinweis: Mithilfe der Primfaktorzerlegung von  lässt sich die obige Tabelle etwas reduzieren. Demnach sind nur folgende acht Produkte relevant:
	
	
	
	

	
	1
	212
	213 nein

	
	2
	107
	109 nein

	
	3
	72
	75 nein

	
	5
	44
	49 nein

	
	6
	37
	43 nein

	
	7
	32
	39 nein

	
	10
	23
	33 ja

	
	14
	17
	31 nein


Es ist sofort klar, dass die in der ersten Tabelle gefundenen Lösungen zu dem gleichen rechteckigen Tulpenbeet führen: Für die Teilaufgabe (b) reicht also die Betrachtung der Maße a = 10 Tulpen und b = 23 Tulpen aus.
Zu (b):
Breitseite: .
Längsseite: .
Also ergibt sich für den Flächeninhalt des Tulpenbeets: .
Aufgabe 12 (460723)	„Kreisfläche“
[bookmark: _GoBack]Susanne hat sich eine Methode ausgedacht, wie sie den Flächeninhalt eines Kreises berechnen kann. Sie findet ein Gefäß, das die Form eines (geraden) Zylinders hat. Die Grundfläche ist ein Kreis, dessen Flächeninhalt Susanne ermitteln will.
Sie gießt einen Liter Wasser in dieses Gefäß und stellt es in die Sonne. Daneben stellt sie ein quaderförmiges Aquarium. Es hat die Länge 20 cm, die Breite 15 cm und die Höhe 10 cm. In dieses Aquarium gießt sie zwei Liter Wasser.
Nach vielen Stunden stellt Susanne fest, dass der Wasserspiegel in den beiden Gefäßen jeweils um 2 cm gesunken ist. Sie gießt das Wasser aus dem Zylinder in ein Messgerät und stellt fest, dass noch 750 ml übrig sind.
Susanne weiß, dass die verdunstete Wassermenge in den beiden Gefäßen proportional zur Größe der Wasseroberfläche ist.
(a) Berechne, wie viel Wasser im Aquarium verdunstet ist.
(b) Berechne den Flächeninhalt der Grundfläche des Zylinders.
Lösungsvorschlag:
Zu (a):
Die Wasseroberfläche im Aquarium hat den Flächeninhalt von . Da der Wasserspiegel um 2 cm gesunken ist, sind insgesamt  Wasser verdunstet.
Zu (b):
Im Zylinder sind  Wasser verdunstet. Die Größen der Wasseroberflächen, auf die die Sonne einstrahlte, verhalten sich also wie . Diese Wasseroberflächen sind bei beiden Gefäßen so groß wie die jeweiligen Grundflächen.
Der Flächeninhalt des Kreises verhält sich also zum Flächeninhalt des Aquariums wie . Ist  der Flächeninhalt des Kreises, dann erhält man de Verhältnisgleichung .
Hieraus folgt: .
Der Flächeninhalt des Kreises beträgt demnach .
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