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                                                               Sinus-MAfiSuS
                    Mathematische Angebote für interessierte Schülerinnen und Schüler

__________________________________________________________________________________

Schach-Projekt
„Das Rösselsprungrätsel“
Modul 2: Reduzierung des Rösselsprungrätsels


Vorbemerkungen zum Schachprojekt

Das vorliegende Schach-Projekt verfolgt das Hauptziel, Schülerinnen und Schülern Methoden und Strategien zu vermitteln, mit denen sie in der Lage sind, systematisch eine oder mehrere Lösung(en) für das sogenannte Rösselsprungrätsel (siehe Einleitungstext des 1. Moduls) zu finden. Um dies zu erreichen, müssen die Schülerinnen und Schüler einerseits mit der besonderen Zugweise des Springers vertraut gemacht werden und andererseits Methoden der Graphentheorie kennenlernen. Dies gelingt am besten über das Erreichen folgender Teilziele:

1. Teilziel:	Kennenlernen und Üben der Zugweise des Springers
2. Teilziel:	Modellieren und Lösen mithilfe der Graphentheorie
3. Teilziel:	Argumentieren und Begründen anhand „aufgeräumter“ Graphen
4. Teilziel:	Kennenlernen der „Warnsdorff-Regel“ sowie der Strategie „Teile und Herrsche“

Wegen dieser Zielsetzungen ist das Schach-Projekt in drei Module unterteilt:

Modul 1: Rund um den Springer (→ 1. u. 2. Teilziel)
Modul 2: Reduzierung des Rösselsprungrätsels (→ 2. u. 3. Teilziel)
Modul 3: „Warnsdorff-Regel“ und „Teile und Herrsche“ (→ 4. Teilziel)

Die drei Module bauen aufeinander auf, und es ist sinnvoll sie in der hier vorgestellten Reihenfolge auch zu behandeln (sofern man das o. g. Hauptziel erreichen möchte).


Kommentar zum Modul 2: Reduzierung des Rösselsprungrätsels

Das Rösselsprungrätsel auf dem 8x8 Schachbrett ist mit der sog. „Warnsdorff-Regel“ sowie der Strategie „Teile und Herrsche“ systematisch lösbar. Das ist aber erst Gegenstand des 3. Moduls. In dem vorliegenden 2. Modul werden − indem das Rösselsprungrätsel auf kleineren Schachbrettern untersucht wird − die Grundlagen dafür geschaffen. Notwendig hierfür ist, dass die Schülerinnen und Schüler das 1. Problem auf jeden Fall bearbeiten; da es später bei der Unterteilung des 8x8 Schachbretts wieder benötigt wird. Darüberhinaus kann noch eines der beiden weiteren Probleme 2 oder 3 behandelt werden.

[bookmark: _GoBack]Alle drei Probleme setzen Kenntnisse über Graphen bzw. „aufgeräumte“ Graphen voraus. Die Schülerinnen und Schüler nutzen hier die Graphentheorie, um Lösungen zu finden und zu begründen. Dies ist insgesamt das 3. Teilziel des Schach-Projekts.
Die Aufgaben zu den reduzierten Rösselsprungrätseln zeigen eindrucksvoll, dass Mathematik weit über das Schulrechnen hinausgeht. Das Reduzieren komplexer, unübersichtlicher Fragestellung auf das Wesentliche steht als wichtige Arbeitsweise im Mittelpunkt. Die Aufgaben setzen voraus, dass die Schüler über ein gewisses Verständnis für Graphen verfügen (siehe 1. Modul). Der AG-Leiter sollte einschätzen können, ob die Schülerinnen und Schüler noch motiviert genug sowie in der Lage sind, den Abstraktionsschritt „Rösselsprung → Kante eines Graphen“ nachzuvollziehen.

Alternativ können an dieser Stelle auch andere Aufgaben, die man mit Graphen lösen kann, eingeschoben werden. Bei der Auswahl der Teilaufgaben und der Intensität der Besprechung der Lösung sollte sich der AG-Leiter bewusst sein, dass sicherlich nicht alle Schülerinnen und Schüler den komplexen Anforderungen vollständig folgen können.

Ein schwieriger Teil bei der Analyse der Graphen bildet das Aufräumen. Man sollte das manuelle Aufräumen den Schülerinnen und Schüler ersparen. In den Aufgaben wurde jeweils ein aufgeräumter Graph vorgegeben. Die Teilaufgabe „den einzelnen Knoten die entsprechenden Felder zuzuordnen“ dient zur Kontrolle und zum Verinnerlichen des selbsterstellten Graphen.

Mit einer dynamischen Geometriesoftware wie z.B. GeoGebra können Schülerinnen und Schüler selbstständig versuchen, einen Graphen aufzuräumen. Es ist sicher denkbar und spannend, Schülerinnen und Schülern den unaufgeräumten Graphen als Datei vorzugeben und dann verschiedene Aufräumversuche gegenüberzustellen (→ GeoGebra-Dateien: 3x4_Schachbrett.ggb; 3x5_Schachbrett.ggb und 4x4_Schachbrett.ggb).

In diesem Fall wird sich ebenfalls zeigen, dass eine Analyse der einzelnen Knoten unerlässlich ist. Sicherlich lassen sich dann auch allgemeine Prinzipien und Strategien (wie z.B. das Verringern der Schnittpunkte, das Suchen nach einfachen Ketten oder Ringen) zum Aufräumen thematisieren.

Das vollständige und exakte Begründen ist sehr schwer, da man oft mehrere Fälle betrachten und Begriffe definieren muss. Oft sollte man mit einem Darstellen des grundlegenden Gedanken zufrieden sein. Dabei ist ein Zeigen an der Tafel oder im Heft meist sehr hilfreich.
1. Problem (Das 3x4 Schachbrett)

Ein weißer Springer steht in der rechten unteren Ecke eines 3x4 Schachbretts, also auf dem Feld D1 (Bild 1).
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Aufgabe:

Kann der Springer so über das 3x4 Schachbrett ziehen, dass er jedes der 12 Felder genau einmal betritt? (Er darf dabei also nur 11mal Ziehen.)

(a) Zeichne zunächst den Graphen zu diesem Problem. Der Graph enthält insgesamt 12 Knoten sowie 14 Kanten.
Schreibe auch jeweils an jeden Knoten die Zahl der abgehenden Kanten.


Lösungsvorschlag:
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(b) Unten siehst du den Graphen in „aufgeräumter“ Form. Beschrifte die Knoten mit den entsprechenden Koordinaten des Schachbretts (siehe Bild 1).


Lösungsvorschlag:
Stellt man den Graphen in einer „aufgeräumten“ Form dar, so kommt eine recht übersichtliche Struktur zu Tage.
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(c) Versuche nun das Problem zu lösen.
· Zeichne in obiges Diagramm einen Weg ein.
· Zeige diesen Weg auf dem Schachbrett.


Lösungsvorschlag:

Es gibt 16 verschiedene Wege (dabei werden Hin- und Rückweg getrennt betrachtet; siehe Teilaufgaben (d). Ein richtiger Weg im Graphen lässt sich leicht erkennen.


(d) Überlege, ob das Problem lösbar ist, wenn der Springer auf einem anderen Feld (z.B. wie in Bild 2) startet.


Lösungsvorschlag:

Vom Feld C1 lässt sich keine Lösung finden. Am Graphen sieht man, dass man nach Durchlaufen des letzten 3er-Knotens nicht mehr alle übrigen Knoten erreichen kann.


(e) Von welchen Feldern aus, kann der Springer starten?


Lösungsvorschlag:

Die einzigen Felder, von denen aus der Springer starten kann sind A1; A3; D3 und D1 sowie D2 und A2.


(f) Wie viele verschiedene Springertouren gibt es?


Lösungsvorschlag:

Von den in Teilaufgabe (e) ermittelten Startpunkten (A1, A3, D3, D1) findet man jeweils zwei Wege, von den mittleren Startpunkten A2 und D2 jeweils vier Wege. Insgesamt also 16 verschiedene Springertouren.



2. Problem (Das 3x5 Schachbrett)

Ein weißer Springer steht in der linken unteren Ecke eines 3x5 Schachbretts, also auf dem Feld A1:
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Aufgabe:

Kann der Springer von hier aus jedes der übrigen 15 Felder genau einmal begehen? (Er darf also insgesamt nur 14mal ziehen.)

(a) Begründe zunächst, warum der Springer auf jeden Fall auf einem schwarzen Feld starten muss.


Lösungsvorschlag:

Es gibt insgesamt 15 Felder (7 weiße und 8 schwarze). Angenommen der Springer startet von einem weißen Feld, so hat er nach seinem 13. Zug (der auf einem schwarzen Feld endet) nur noch ein weiteres, ebenfalls schwarzes Feld übrig. Dies kann er aber mit nur noch einem Zug nicht mehr erreichen!


(b) Zeichne den Graphen zu diesem Problem. Der Graph enthält insgesamt 15 Knoten sowie 18 Kanten. Schreibe auch jeweils an jeden Knoten die Zahl der abgehenden Kanten.
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Lösungsvorschlag:







(c) Unten siehst du den Graphen in „aufgeräumter“ Form. Beschrifte die Knoten mit den entsprechenden Koordinaten des Schachbretts (vgl. Bild oben).


Lösungsvorschlag:
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(d) Aus Symmetriegründen kommen nur die Startfelder A1, B2 und C1 in Frage.
Probiere aus, ob es eine Springertour gibt, die von diesen Feldern aus startet.


Lösungsvorschlag:

Die Schülerinnen und Schüler werden selbst nach intensivem Probieren keine Lösung finden.


(e) Betrachte den Graphen in „aufgeräumter“ Form und versuche zu begründen, warum es leider keine Springertour gibt.


Lösungsvorschlag:

Es gibt verschiedene Argumentationsansätze. Bei den Begründungen durch Schülerinnen und Schüler sollte man immer bedenken, dass eine vollständige Argumentation oft sehr umfangreich ist und schon richtige Teillösungen hinreichend gewürdigt werden sollten.

Eine mögliche vollständige Argumentation ist folgende: „In der Raute, die von den beiden 4er-Knoten gebildet wird, bildet einer der beiden 2er-Knoten entweder einen Start- oder Zielpunkt. Dieser liegt aber auf einem weißen Feld.“
3. Problem (Das 4x4 Schachbrett)
Ein weißer Springer steht in der rechten, unteren Ecke eines 4x4 Schachbretts.
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Aufgabe:
Kann der Springer von hier aus jedes der übrigen 16 Felder genau einmal begehen? (Er darf also insgesamt nur 15mal ziehen.)

(a) Zeichne zunächst den Graphen zu diesem Problem. Der Graph enthält insgesamt 16 Knoten und 24 Kanten. Schreibe auch jeweils an jeden Knoten die Zahl der abgehenden Kanten.
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Lösungsvorschlag:
(b) Unten siehst du den Graphen in „aufgeräumter“ Form. Beschrifte die Knoten mit den entsprechenden Koordinaten des Schachbretts (vgl. Bild oben).


Lösungsvorschlag:
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(c) Begründe anhand des „aufgeräumten“ Graphen, warum lediglich die Eckfelder A1, A4, D1 und D4 als Start- bzw. Endfelder in Frage kommen. Probiere aus, ob es eine Springertour gibt, die von diesen Feldern aus startet.


Lösungsvorschlag:

Die Eckfelder A1, A4, D1 und D4 sind die einzigen Felder mit lediglich zwei Kanten. Angenommen man würde nicht auf einem solchen Eckfeld starten, dann könnte man entweder den Zyklus B2-A4-C3-D1 oder den Zyklus C2-D4-B3-A1 irgendwie durchlaufen. Beide zu durchlaufen ginge leider nicht, da man in dem einen Zyklus − beim Versuch ihn vollständig zu durchlaufen − „stecken bleiben“ würde.

Die Schülerinnen und Schüler werden selbst nach intensivem Probieren keine Lösung finden.


(d) Betrachte den Graphen in „aufgeräumter“ Form und versuche zu begründen, warum es leider keine Springertour gibt.


Lösungsvorschlag:

Es gibt verschiedene Argumentationsansätze. Bei den Begründungen durch Schüler sollte man immer bedenken, dass eine vollständige Argumentation oft sehr umfangreich ist und schon richtige Teillösungen hinreichend gewürdigt werden sollten.

Eine mögliche vollständige Argumentation ist folgende: „Am aufgeräumten Graphen lassen sich vier 4er-Zyklen ausfindig machen: 1. Zyklus B2-A4-C3-D1, 2. Zyklus C2-D4-B3-A1, 3. Zyklus A3−B1−D2−C4 und 4. Zyklus C1−D3−B4−A2. Aus Teilaufgabe (c) geht hervor, dass man im 1. Zyklus starten und im 2. Zyklus enden muss oder andersherum. Unter der Vorgabe „auf jedem Feld genau einmal gewesen zu sein“ ist dies aber nicht möglich, da man vom 3. bzw. 4. Zyklus nur über den 1. bzw. 2. Zyklus gelangen kann und man somit irgendwann einen Weg wählen muss, ohne auf alle Felder gelangen zu können. Maximal ist eine Springertour über 15 Felder möglich!“

__________________________________________________________________________________
Arbeitsgruppe MAfiSuS. Michael Rüsing (Essen), Andrea Frie (Duisburg), Thomas Giebisch (Remscheid), Gaby Heintz (Neuss), Steffen Heyroth (Essen), Matthias Lippert (Remscheid), Frederick Magata (Düsseldorf), Stefan Möllenberg (Düsseldorf), Holger Reeker (Dortmund), Burkhard Rüsing (Goch), Ellen Voigt (Wuppertal)
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