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	Mathematik-Olympiaden e. V.
Geometrie  „Rund um den Kreis I“

Elementare Techniken für die Stufe 5/6




In diesem Kapitel geht es rund. Aber wer glaubt, dass man Aufgaben mit Kreisen nur lösen kann, wenn man Kenntnisse über Konstruktionsmethoden, Kongruenzsätze oder Kreisberechnungen hat, sollte sich die folgenden Aufgaben ansehen. Es beginnt mit einfachen Zeichenaufgaben, bei denen aber schon auf Präzision geachtet werden muss und Begründungen aus Zeichnungen abgeleitet werden müssen. 


Olympiadeaufgabe 490611

Diese Aufgabe ist elementar und eignet sich ab der 5. Jahrgangsstufe. Alle Schülerinnen und Schüler werden problemlos die Zeichnungen erstellen und dann ihre Vermutungen anhand der Zeichnungen aufstellen können.


Aufgabe:

In dieser Aufgabe geht es um Kreise und Geraden, die einander schneiden oder auch nur
berühren.

a) Wir beginnen mit einem Kreis und zwei Geraden. Die Geraden sollen vier Schnittpunkte mit dem Kreis haben.
Fertige je eine Zeichnung für folgende drei Fälle an:
– Die Geraden schneiden einander nicht.
– Die Geraden schneiden einander außerhalb des Kreises.
– Die Geraden schneiden einander innerhalb des Kreises.

b) Zeichne zwei parallele Geraden.
Zeichne einen Kreis so, dass er die eine Parallele berührt und die andere zweimal schneidet. Zeichne nun einen zweiten Kreis in deine Zeichnung, der beide Parallelen berührt. Wo befindet sich der Mittelpunkt deines zweiten Kreises?

c) Zeichne zwei Kreise, die einander in zwei Punkten schneiden.
Nun zeichnest du die Gerade durch die beiden Schnittpunkte; dann wählst du dir einander beiden Schnittpunkte und zeichnest die senkrechte Gerade zu der ersten Geradendurch diesen Schnittpunkt. Wie viele Schnittpunkte hat diese zweite Gerade mit den Kreisen?

d)  Zeichne zwei Kreise mit gemeinsamem Mittelpunkt. Der Radius des größeren soll doppelt so groß sein wie der Radius des kleineren Kreises. Zeichne dann ein Dreieck, dessen Eckpunkte auf dem großen Kreis liegen und dessen Seiten den kleinen Kreis berühren. Was für ein Dreieck entsteht?

Lösungsvorschlag:
a)
[image: ]
b) Der Mittelpunkt des zweiten zu zeichnenden Kreises liegt auf einer Geraden, die
parallel zu den beiden Parallelen ist und von beiden den gleichen Abstand hat (also
„mittenzwischen ihnen“ liegt.
[image: ]

c) Die zweite Gerade hat mit den beiden Kreisen drei Schnittpunkte.
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d) Es entsteht ein gleichseitiges Dreieck (eine Begründung wird nicht verlangt).
[image: ]


Anmerkungen zur Aufgabe und  zum Einsatz:
So elementar die Aufgabe auch ist, so gut kann man schon grundlegende Techniken, die bei vielen Aufgaben mit Kreisen – auch in höheren Jahrgangsstufen – zum Tragen kommen werden, anhand dieser Aufgabe in der 5. oder 6. Jahrgangsstufe einüben. Beim Einsatz dieser Aufgabe sollte man auf exaktes Zeichnen achten, so dass die angestrebten Vermutungen auch wirklich aus den Zeichnungen abgelesen werden können. Zusätzlich können von Schülerinnen und Schülern höherer Jahrgangsstufen natürlich auch die Aussagen, die in Aufgabenteil c) und d) von ihnen aufgestellt wurden, bewiesen werden. Dabei kommen dann Überlegungen zur Allgemeingültigkeit der an Beispielen aufgestellten Behauptungen zum Tragen. In Aufgabenteil d) kann die Gleichseitigkeit des entstandenen Dreiecks über das Zusammenfallen von Umkreis- und Inkreismittelpunkt bei dieser und nur dieser Dreieckart begründet werden.



Mögliche Erweiterungen der Aufgabe:
Viele Olympiadeaufgaben  haben thematische ähnliche Erweiterungsaufgaben, die in verschiedenen Schwierigkeitsstufen in den verschiedenen Runden der Mathematik-Olympiade wiederzufinden sind. Auch bei dieser Aufgabe gibt es in der 2. und 3. Runde Erweiterungen, die in folgenden Unterrichtsstunden als Ergänzung und Vertiefung der vorstehenden Einstiegsaufgabe bearbeitet werden können.


Olympiadeaufgabe 490524


Aufgabe:

In dieser Aufgabe geht es um zwei gleich große Kreise, die einander berühren, und um Geraden, die sich schneiden. Zeichne für jede Teilaufgabe zunächst zwei Kreise, die sich berühren.

a)	Zeichne nun je zwei Geraden so, dass
 (1)	sie einander schneiden und keinen gemeinsamen Punkt mit den Kreisen haben,
(2)	sie einander schneiden und jeweils genau einen gemeinsamen Punkt mit jeweils einem der Kreise haben.

b) 	Nun sollen die beiden Geraden zusammen drei gemeinsame Punkte mit den Kreisen
haben. Zeichne je zwei Geraden so, dass sie sich schneiden und
 (1) 	ein Kreis zwei gemeinsame Punkte mit den Geraden hat und der andere Kreis nu reinen gemeinsamen Punkt,
(2) 	eine Gerade drei gemeinsame Punkte mit den Kreisen hat und die andere keinen.

c) 	Nun sollen drei Geraden gezeichnet werden, die sich in einem Punkte schneiden.
 (1) 	Zeichne die erste Gerade so, dass sie mit jedem der beiden Kreise genau einen Punktgemeinsam hat. Zeichne die anderen beiden Geraden so, dass sich die drei Geraden außerhalb der Kreise in einem Punkt schneiden und insgesamt fünf gemeinsame Punkte mit den Kreisen haben.
(2)	Erfülle Aufgabe c) (1) so, dass das Bild symmetrisch ist.


Lösungsvorschlag zu Aufgabe 490524
a) Die Abbildungen geben jeweils Lösungsvorschläge für die Teilaufgaben (1) bzw. (2) an.
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b) Die ersten beiden Abbildungen geben Lösungsvorschläge für die Teilaufgabe (1) an. Die dritte Abbildung gibt einen Lösungsvorschlag für die Teilaufgabe (2) an.
[image: ]


c) Die Abbildungen und geben jeweils Lösungsvorschläge für die Teilaufgaben (1) bzw. (2) an.
[image: ]

Olympiadeaufgabe 490531

In dieser Aufgabe geht es um Kreise und Geraden, die sich schneiden oder auch nur berühren, also gemeinsame Punkte aufweisen.

a) Wir beginnen mit zwei gleich großen Kreisen und zwei Geraden. Die Kreise sollen sich
berühren. Die Geraden sollen vier verschiedene gemeinsame Punkte mit den zwei Kreisen haben. Jeder Kreis muss mindestens einen dieser gemeinsamen Punkte haben.
Zeichne je zwei Geraden so, dass
(1) sie sich selbst nicht schneiden,
(2) sie sich außerhalb der Kreise schneiden,
(3) sie sich schneiden, aber nicht außerhalb der Kreise.

b) Es geht weiter mit zwei Parallelen im Abstand von 4 cm. Nun sollen nacheinander drei Kreise gezeichnet werden, die sich nicht schneiden oder berühren.
(1)	 Zeichne den ersten Kreis so, dass er beide Parallelen jeweils zweimal schneidet.
(2)	 Zeichne den zweiten Kreis so, dass er eine Parallele berührt und die andere Parallele zweimal schneidet.
(3) 	Zeichne den dritten Kreis so, dass er beide Parallelen berührt.

c) 	Zeige in einem Beispiel, dass genau zwei der Kreise aus Aufgabe b) denselben Radius haben können.


Lösungsvorschlag zu Aufgabe 490531

a) Beispiele für die Geraden jeweils mit den Eigenschaften (1), (2) und (3) sind in den unten stehenden Abbildungen gegeben.
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b) Beispiele für Kreise jeweils mit den Eigenschaften (1), (2) und (3) sind in der (nicht
maßstäblichen) Abbildung gegeben.
[image: ]

c) Die (nicht maßstäbliche) Abbildung zeigt ein Beispiel.
[image: ]

Der Kreis (3) aus b), also der rechte Kreis, hat den kleinsten Radius mit r = 2 cm. Weder Kreis (1) noch Kreis (2) können diesen Radius haben.
Die beiden anderen Kreise sollen die Parallelen schneiden und müssen einen größeren Radiushaben, der aber gleich sein kann (siehe Zeichnung). Bei diesen zwei gleich großen Kreisen ist es möglich, einen so anzuordnen, dass er beide Parallelen jeweils zweimal schneidet, und den anderen so, dass er eine Parallele berührt und die andere zweimal schneidet.


Olympiadeaufgabe 420534

Diese Aufgabe hat nur durch das Vorhandensein von Kreisausschnitten etwas mit dem Thema zu tun, trotzdem können elementare Techniken und Vorstellungen gerade an dieser Aufgabe gut geübt werden. Die Schülerinnen und Schüler müssen durch Argumentieren und Zerlegen der grauen Teilflächen zu Lösungen kommen. Dadurch, dass in der Erprobungsstufe noch keine Berechnungen der Kreisfläche möglich sind, müssen die Schülerinnen und Schüler auch mit dem Parameter „Kreisfläche“ bzw. „Halbkreisfläche“ argumentieren, ohne konkrete Zahlenwerte nennen zu können. Die Zuordnung der jeweils gleichen Gesamtflächen ist nicht eindeutig. Es gibt für manche Figuren mehrere Flächenentsprechungen, für manche keine. Auch diese Tatsache fördert elementare mathematische Überlegungen zur Existenz und Eindeutigkeit von Lösungen


Aufgabe:


Alle in der Abbildung gegebenen Figuren befinden sich in einem Rechteck, das doppelt so breit wie hoch ist. Nehmen wir an, die Höhe sei 1 Einheitsstrecke, dann ist die Breite 2 Einheitsstrecken. Alle gezeichneten Bogenlinien sind Halb- oder Viertelkreise vom Radius [image: ] oder 1 Einheitsstrecke.
Es sind nun bei den Figuren A bis K Teilflächen grau eingefärbt. Bei welchen Figuren sind die grauen Flächen jeweils gleich groß?
Gib zu jeder Figur an, ob es andere Figuren mit der gleichen grauen Gesamtfläche gibt.
[image: ]


Lösungsvorschlag:
Grundsätzlich wird hier – der Altersstufe gemäß – unter „Größe der grauen Teile“ die Summe der Flächeninhalte der grau gefärbten Flächen verstanden.
Durch geeignetes Zerlegen erkennt man:
i) Die grauen Teile in den Figuren A und E sind gleich groß. Die graue Fläche beträgt: Halbkreisfläche mit Radius 1 minus Halbkreisfläche mit dem Radius  .
ii) Die grauen Teile in den Figuren B und D sind gleich groß. Die graue Fläche beträgt  [image: ].
iii) Die grauen Teile in den Figuren C, F, G und I sind gleich groß. Die graue Fläche beträgt: 2 minus 2 Kreisflächen mit Radius  . [image: ]
iv) Die grauen Teile in Figur H haben keine Flächengrößen-Entsprechung. Hier beträgt die graue Fläche: Halbkreisfläche mit Radius 1.
v) Auch die grauen Teile in Figur K haben keine Entsprechung. Hier beträgt die graue Fläche: Kreisfläche mit Radius  .

Anmerkungen zur Aufgabe und  zum Einsatz:

Zunächst werden die Schülerinnen und Schüler versuchen, gleiche Formen in den Figuren wiederzufinden und dadurch die Aufgabe zu lösen. Bei Figur A und E ist dies einfach zu sehen, bei den Figuren C, F, G und I ebenfalls, falls man die weißen Kreise benutzt und dabei ausnutzt, dass die grauen Abschnitte das Komplement zu der immer gleich großen Rechteckfläche bilden.
Dass Figur H keine Entsprechung hat, lässt sich aus Flächeninhaltsvergleichen entnehmen, da eine Halbkreisfläche mit dem Radius 1 deutlich größer ist als alle anderen grauen Anteile.
Die Entsprechung der grauen Teile in den Figuren B und D ist schwieriger einzusehen. Der Flächeninhalt der grauen Fläche in Figur D beträgt eine halbe Einheitsfläche. Der Inhalt von Figur B lässt sich berechnen, wenn man das umgebende Rechteck in zwei Quadrate mit der Seitenlänge 1 unterteilt. Dann befindet sich im linken Quadrat ein grauer Anteil einer Halbkreisfläche mit dem Radius einer halben Einheitsstrecke und im rechten Quadrat ein grauer Anteil, der sich aus der Hälfte der Differenz des umgebenden Quadrates und einem Kreis mit dem Radius  ergibt. Daraus ergibt sich für den grauen Anteil die Rechnung  , womit sich wiederum der Flächeninhalt  ergibt.

Mögliche Erweiterungen der Aufgabe:
Diese Aufgabe, bei der es um Muster und das Wiedererkennen und Abschätzen von Musteranteilen geht, bietet sich für eigenständige Erweiterungen der Schülerinnen und Schüler geradezu an. Einerseits lässt sich die künstlerische Struktur der Zeichnungen für die Konstruktion von weiteren Grafiken ähnlicher Art nutzen, die durchaus auch unabhängig von der Mathematik einen rein ästhetischen Charakter aufweisen dürfen und damit auf einer anderen als einer mathematischen Ebene für die Schülerinnen und Schüler sowohl eine Herausforderung als auch eine Motivation darstellen. Andererseits lassen sich natürlich auch Erweiterungsaufgaben stellen, die etwa nach Figuren fragen, die weitere Entsprechungen zu den schon vorhandenen Figuren bieten, oder die die vorhandenen Elemente Rechteck, Viertelkreis und Halbkreis zu neuen Gesamtflächen kombinieren. Bei dieser Aufgabenergänzung gibt es auch die Möglichkeit, dass diese von den Schülerinnen und Schülern selbst erstellten Aufgaben dann wieder anderen Schülerinnen und Schülern als Aufgabe gestellt werden können. Dadurch kann auch ein kleiner Wettbewerb zwischen verschiedenen Gruppen initiiert werden, der mit Hilfe der oben genannten Elemente möglichst originelle Aufgaben für die jeweils anderen Gruppen entwickelt und anschließend zur Lösung stellt. Natürlich können die Elemente Rechteck, Viertel- und Halbkreis auch beliebig variiert oder erweitert werden, wodurch die Komplexität der Aufgabenproblemlos so erhöht werden könnte, dass sie auch für höhere Jahrgangsstufen geeignet werden würden.
Weitere natürliche Ergänzungsmöglichkeiten sind die im Lösungsvorschlag schon angegebenen Flächengrößen in „natürlichen Einheiten“, die im Aufgabentext explizit nicht gefordert werden. Auch die Erkenntnis, dass die grauen Teile in H zusammen mit denen in C, F, G oder I das gesamte Rechteck grau färben, oder ähnliche mathematische Spielereien mit den gegebenen Flächen fördern die Kreativität und die Beobachtungsgabe der Schülerinnen und Schüler.



Die nun folgenden drei Aufgaben der Mathematik-Olympiade haben ebenfalls nur am Rande mit der Thematik „Kreise“ zu tun. Sie verdeutlichen aber weitere wesentliche Aspekte, die bei der Behandlung der Kreislehre im Unterricht von Bedeutung sein können. In der Aufgabe 360614 geht es um Überdeckungen, in 390514 bzw. 390614 um topologische Aspekte bei Färbeproblemen und in Aufgabe 350635 um erste elementare Konstruktionen, die zu einer Lösung einer Alltagsaufgabe führen.
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