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NIM-Spiele

Erläuterungen für die Lehrerinnen und Lehrer:
[image: ]
Bei einem NIM-Spiel ziehen zwei Spieler abwechselnd (von einem oder mehreren Haufen) bestimmte Gegenstände (z.B. Streichhölzer, Münzen oder Steine). 	

Bei einer Variante mit mehreren Haufen wählt der Spieler, der an der Reihe ist, einen Haufen aus und zieht von diesem Haufen eine beliebige Anzahl von Steinen – mindestens allerdings einen Stein und höchstens alle Steine des Haufens. Der Spieler, der den letzten Stein nimmt, hat gewonnen. Derjenige, der keinen Zug mehr durchführen kann, hat entsprechend verloren.

[image: ]Für den Einstieg in eine Mathe-AG gibt es ein Spiel mit nur einem Haufen, aber einigen Sonderregeln für die Züge: In einer Variante man immer nur 1, 2, 3 oder 4 Steine wegnehmen. Wer gewinnt das Spiel? Ellen und Steffen spielen das Spiel mit 20 Streichhölzern, wobei Steffen anfangen darf. Wenn die Schülerinnen und Schüler das Spiel selbst spielen, werden sie schnell feststellen, dass Ellen immer gewinnen kann, wenn sie dafür sorgt, dass nach ihrem Zug immer eine durch 5 teilbare Anzahl von Streichhölzern auf dem Haufen liegt. Die Strategie wird noch deutlicher, wenn die Anfangszahl höher ist, also z.B. 100 Streichhölzer beträgt. Wer schnell fertig ist, kann sich eine Strategie für eine Spielvariante überlegen, bei der derjenige verloren hat, der den letzten Stein vom Haufen nehmen muss. In diesem Fall gibt es eine Gewinnstrategie für Steffen. Steffen kann mit jedem Spielzug dafür sorgen, dass die Zahl der Streichhölzer auf dem Haufen den Rest 1 bei der Division durch 5 lässt.

Eine spannende Variante dieses NIM-Spiels ergibt sich, wenn man zwei Stapel vorgibt, von denen nach der beschriebenen Regel gezogen wird. Erst durch Erfahrung im Spiel können die Schülerinnen und Schüler Gewinnstrategien für bestimmte Situationen entdecken. Am schnellsten erkennt man die Gewinnsituation im „Diagonalfall“: Beide Stapel sind gleich groß. Der zweite Spieler ahmt den Zug des ersten Spielers auf dem nicht verwendeten Stapel nach. Gewinn- und Verlustsituationen kann man in einer Tabelle oder einem zweidimensionalen Koordinatensystem sehr anschaulich darstellen:[image: ]
Zwei Stapel, die vom nachziehenden Spieler immer gleichgezogen werden


[image: ]Eine Stapel-Darstellung erlaubt durch Wegstreichen von Spielsteinen ein gutes Protokoll des Spiels und ist sehr nah „am Material“. 

Stellt man die Anzahl der Spielsteine des ersten Stapels auf der x-Achse und die des zweiten Stapels auf der y-Achse dar, dann lässt sich jede Spielsituation durch einen Gitterpunkt und jeder Spielzug durch einen vertikalen oder horizontalen Pfeil darstellen. Eine Gewinnstrategie bei gleich großen Anfangsstapeln ist das Ziehen auf die Diagonale (das Nachahmen des gegnerischen Zugs).

[image: ]Doch wie sieht eine Gewinnstrategie aus, wenn die Anfangsstapel unterschiedlich hoch sind und bei jedem Zug nur 1, 2 oder 3 Steine genommen werden dürfen? In der Spielsituation A(4|5) kann man vom ersten Stapel 3 Steine nehmen und bringt den Gegner in die Verlustsituation (1|5) oder man nimmt vom zweiten Stapel 1 Stein und hinterlässt die Verlustsituation (4|4) für den Gegner. Weitere Gewinnsituationen findet man durch rekursives Vorgehen heraus (jeder Zug, der eine schon bekannte Verlustsituation des Gegners herbeiführt, hat als Ausgangspunkt eine Gewinnsituation). Geometrisch ergeben sich neben der Diagonalen viele Nebendiagonalen als Verlustsituationen.

An Hand der anschaulichen Darstellung können die Schülerinnen und Schüler allgemeine Regeln für die Gewinn- und Verluststellungen formulieren: Eine Verluststellung liegt vor, falls die Differenz der Anzahl der Steine der zwei Stapel durch 5 teilbar ist.

Das Spiel kann übrigens mit beliebigen Anfangszahlen n und beliebigen Begrenzungen q≤n für die erlaubte Zahl der wegzunehmenden Streichhölzer gespielt werden. Ellen kann gewinnen, wenn sie dafür sorgt, dass nach ihrem Zug immer eine durch q+1 teilbare Zahl auf dem Haufen verbleibt. Und Steffen kann bei der „letzter Stein verliert“-Variante gewinnen, wenn nach seinem Zug die Zahl der im Haufen verbleibenden Streichhölzer bei der Division durch q+1 den Rest 1 lässt. 

Man kann durch die Zahl und die Größe der Haufen sehr unterschiedliche Anfangsvoraussetzungen und durch Sonderregeln viele Varianten schaffen – einige davon werden vorgestellt. Für die Schülerinnen und Schüler stellt sich nach einigen Spieldurchgängen die Frage nach einer Strategie. Eine solche Strategie kann je nach Anfangssituation sehr offensichtlich oder auch richtig knifflig sein.  Die erste systematische Analyse von NIM-Spiele geht auf Charles Bouton im Jahr 1901 zurück (siehe auch Stefanie Hofmann, Schriftliche Hausarbeit im Fach Mathematik, Julius-Maximilians-Universität Würzburg, 2008). Weitere Hintergrundliteratur: Jörg Bewersdorff, Glück, Logik und Bluff: Mathematik im Spiel – Methoden, Ereignisse und Grenzen. Sowie: John Conway, On Numbers and Games.

[image: ]Das Halbierungsspiel:

Bei der folgenden Variante des NIM-Spiels mit einem Haufen darf man höchstens die Hälfte der Steine wegnehmen. Der Spieler, der nur noch einen Stein vorfindet, hat verloren. Wer kann das Spiel gewinnen, wenn am Anfang 7, 11 oder 15 Steine vorhanden sind?[image: ]
Bei 7 Steinen ist eine 3+4-Aufteilung ungünstig,
[image: ]
aber auch eine 5+2-Aufteilung und eine 6+1-Aufteilung. Der Gegner kann mit einer Gewinnstrategie immer 3 Steine hinterlassen.



Dieses Spiel sollten die Schülerinnen und Schüler zuerst mit einer kleinen Anzahl an Spielmünzen spielen. Wenn die Spielsituation, in der man am Zug ist, 1 Münze aufweist, hat man verloren, bei 2 Münzen gewonnen, bei 3 Münzen verloren, bei 4 Münzen gewonnen. Doch wie geht es weiter? Interessant ist, dass man auch bei 5 und 6 Münzen gewinnen kann. Nur bei um eins verringerten Zweierpotenzen sieht es schlecht aus… 

Herausfinden eines allgemeinen Prinzips für Schülerinnen und Schüler: Durch Ausprobieren und Anlegen einer Tabelle werden Schülerinnen und Schüler schnell die um eins verringerten Zweierpotenzen als Verlustzahlen identifizieren. Eine Begründung für dieses Ergebnis können die Schülerinnen und Schüler mit rekursiver Argumentation an konkreten Beispielen erarbeiten. 




Eine Systematisierung: „Nimm höchstens ein Drittel!“

Wer das Halbierungsspiel beherrscht, kann auch systematisch die Drittel-Variante untersuchen: Bei welchen Spielständen kann man gewinnen, wenn man maximal ein Drittel der Steine nehmen darf?
	Anzahl der Steine
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12
	13
	14
	15

	Gewonnen?
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	Verloren?
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	



Wie geht es weiter? Mit einer Strategie-Tabelle können die Schülerinnen und Schüler überlegen, wann man in einer Gewinn- bzw. Verlustsituation ist. Rekursiv kann man sich nun schnell überlegen, dass in den Fällen für 8, 9 und 10 Münzen eine Gewinnsituation vorliegt, dagegen für 11 Münzen der Gegner gewinnen wird. Hier bietet sich allerdings keine geschlossene Formel an, die Schülerinnen und Schüler der Klasse 5 sich selbst erschließen können.


Fibonacci-NIM: Höchstens doppelt so viele Steine wie der Gegner nehmen

Beim Fibonacci-NIM muss man mindestens einen Stein nehmen, darf aber höchstens doppelt so viele Steine wie der Gegner nehmen. Wer beim Spiel beginnt, darf nicht alle Steine nehmen.
[image: ]
Die Schüler Anton und Ben spielen das Spiel mit 20 Steinen. Anton nimmt 3 Steine (es bleiben 17), Ben nimmt 4 Steine (es bleiben 13). Wenn Anton jetzt 5 Steine nimmt, hat er verloren, denn Ben kann bis zu 10 Steinen wegnehmen.	

Bei diesem Spiel darf man nicht zu gierig ziehen, damit der Gegner nicht den Rest nehmen kann. Landet man nach dem Ziehen allerdings bei einer Anzahl von 3, 5, 8, 13,… (ggfs. durch mehrere solcher Schritte), kann man gewinnen. Diese NIM-Variante gibt gute Anlässe zum Problemlösen und Argumentieren, da die Spielsituation nicht nur von der Anzahl an Steinen, sondern auch vom vorherigen Zug des Gegners abhängt.

Das Spiel ist für die Schülerinnen und Schüler nicht so schnell durchschaubar wie die bisher vorgestellten NIM-Spiele. Bei kleineren Zahlen erkennen die Schülerinnen und Schüler allerdings sehr schnell, mit welcher Strategie ein Spieler den Gewinn erzwingen kann. Die Fibonacci-Folge: 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377,…
Rekursive Darstellung:


Es ist empfehlenswert, dass jemand, der Gewinnstrategien in diesem Spiel kennt, durch Herbeiführen von Verlustsituationen mit Fibonacci-Zahlen die Schülerinnen und Schüler die Folge der Fibonacci-Zahlen als Verlustzahlen erraten lässt. Es ist dann immer noch eine Herausforderung für Schülerinnen und Schüler, die Spielstrategie nachzuahmen, weil nicht jeder Zug, mit dem der Gegner auf eine Fibonacci-Zahl geführt wird, einen Gewinn erzwingen kann.

Die Schülerinnen und Schüler finden bei diesem Spiel die Folge der Fibonacci-Zahlen als Verlustzahlen heraus und sie beschreiben, was ein optimaler Zug ist. Führt man mit einem optimalen Zug die Zahl der Steine auf eine Fibonacci-Zahl, so kann man den Gewinn erzwingen. Es zeigt sich darüber hinaus, dass auch eine Summe von Fibonacci-Zahlen eine Verlustzahl sein kann. 

[image: ]


Im Koordinatensystem ist auf der x-Achse die Anzahl der noch vorhandenen Steine und auf der y-Achse der Steine abgetragen, die der Gegner gezogen hat. Alle Kreuze markieren Verlustsituationen. 

Im eingetragenen Beispiel mit 20 Steinen hat Anton durch das Ziehen von 3 Steinen Ben in eine Gewinnsituation gebracht. Ben zieht auf die Fibonacci-Zahl 13. Anton reduziert auf 10 Steine, Ben forciert die nächste Fibonacci-Zahl 8 usw. 

Im Koordinatensystem sind ferner Geraden mit der Steigung  und  eingetragen: Oberhalb der Geraden könnte man alle noch vorhandenen Steine wegnehmen. Befindet man sich zwischen den Geraden, so sollte man aufpassen, dass man nicht mehr als ein Drittel der vorhandenen Steine nimmt. Insbesondere kann man nicht von einer Fibonacci-Zahl zur nächst kleineren Fibonacci-Zahl kommen.






[bookmark: _GoBack]Eine interessante, aber auch schwierige Variante wird in der folgenden Aufgabe der Mathematik-Olympiade gespielt:

Aufgabe 420813

Steffi und Thorsten spielen ein NIM-Spiel. Das geht so: Beide nehmen abwechselnd p Spielsteine von einem Häufchen; dabei muss p eine Primzahl mit  sein. Das Spiel wird mit 780 Spielsteinen begonnen; Steffi fängt an. Wer den letzten Spielstein wegnimmt, gewinnt das Spiel. Gelingt das keinem von beiden, endet das Spiel unentschieden. 	

Zeige, dass Steffi bei optimaler Spielweise von Thorsten verlieren muss.

Lösung:

Der Lösung liegt wieder das oben beschriebene Prinzip zugrunde: Zwischen 12 und 52 liegen folgende 10 Primzahlen: 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47. Steffi und Thorsten müssen also immer abwechselnd eine dieser Anzahlen von Spielsteinen vom Häufchen nehmen. Thorsten kann erreichen, dass nach einem Zug von Steffi und dem anschließenden Zug von ihm immer genau 60 Spielsteine weggenommen werden, denn es gilt: 13+47=17+43=19+41=23+37=29+31=60.

Er erzwingt dies, indem er einfach die von Steffi weggenommene Zahl von Spielsteinen zu 60 ergänzt. Da zu Beginn des Spiels eine durch 60 teilbare Zahl von Spielsteinen (nämlich 780) vorhanden ist, kann Thorsten auf diese Weise nach je 780:60=13 Zügen von beiden schließlich die letzten noch vorhandenen Spielsteine wegnehmen und das Spiel gewinnen. Daher wird Steffi, wenn Thorsten wie beschrieben spielt, in jedem Fall verlieren.
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