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	Mathematik-Olympiaden e. V.
Zahlenrätsel II - Gedankenlesen

Stufe 7/8



Vorbemerkungen zum Modul

Immer wieder lassen sich Gruppen faszinieren, wenn gedachte Zahlen von einem/r Dritten benannt werden können. Diese „Zauberei“ aufzudecken, gelingt mit mathematischen Operationen. 



Olympiadeaufgabe 500711

Die Aufgabe eignet sich als Einstiegsaufgabe, wenn der/die Unterrichtende der Lerngruppe die Aufgabe stellt: „Jede/r denke sich eine Zahl…“

Der „Wow-Effekt“ tritt ein, wenn alle das Ergebnis „50“ erhalten. Sollte eine/r ein anderes Ergebnis erhalten, kann Lerngruppe gemeinsam noch einmal rechnen und wird „50“ erhalten. Jetzt kann mit einer Variablen gerechnet werden, um die Allgemeingültigkeit der Rechnung zu zeigen.


Aufgabe:

Tim und Stefanie unterhalten sich und stellen fest, dass ihre Schule dieses Jahr 50-jähriges Bestehen feiert. Darauf meint Stefanie, dass sie ein gutes Rätsel kenne. Tim will es sofort hören. Also sagt Stefanie: „Denke dir eine Zahl und addiere 17, multipliziere das Ergebnis mit 3 und subtrahiere deine Zahl. Anschließend subtrahiere 1. Danach dividiere das Ergebnis durch 2 und subtrahiere erneut die von dir gedachte Zahl, anschließend multipliziere mit 2. Wetten du erhältst 50?“ 
Obwohl Tim das vorausgesagte Ergebnis erhält, will er nicht glauben, dass jede beliebige Zahl die Geburtstagszahl der Schule liefert.

a) Zeige an einem selbstgewählten Beispiel, dass Stefanie bei diesem Beispiel Recht hat.

b) Untersuche, ob man bei jeder gedachten Zahl tatsächlich das von Stefanie vorausgesagte Ergebnis erhält.


Lösungshinweis:

a) Stefanies Behauptung kann beispielhaft und übersichtlich in folgender Tabelle überprüft werden, wobei die rechte Spalte schon Teil der Lösung von Aufgabenteil b) ist:

	Schritt
	Teilaufgabe
	Beispiel
	Allgemein

	1
	Denke dir eine Zahl,
	12
	

	2
	addiere 17,
	12 + 17 = 29
	

	3
	multipliziere mit 3
	293 = 87
	

	4
	subtrahiere deine Zahl,
	87 – 12 = 75
	

	5
	subtrahiere 1,
	75 – 1 = 74
	

	6
	dividiere durch 2
	74 : 2 = 37
	

	7
	subtrahiere deine Zahl,
	37 – 12 = 25
	 

	8
	multipliziere mit 2.
	25  2 = 50
	



b) Bezeichnet man mit  die gedachte Zahl, dann folgt aus der Erzählung für die letzte Zahl


Daher liefert Stefanies Verfahren für jede beliebige gedachte Zahl als Ergebnis die Zahl 50, als die Geburtstagszahl der Schule.


Mögliche Erweiterungen der Aufgabe:

Die Schülerinnen und Schüler können angeregt werden, ähnliche Zahlenaufgaben, z. B. zum 12. Geburtstag eines Klassenkameraden zu entwickeln.



Olympiadeaufgabe 540722

In dieser Aufgabe wird benötigt, dass der Wert einer Zahl  durch  bestimmt werden kann. Das wird bereits im Modul „Besondere Zahlen für die Stufe 7/8“ verwendet. Dort wird ein Informationsblatt zur Schreibweise und Berechnung angeboten. Falls in der AG dieses Modul nicht bearbeitet worden ist, kann jetzt das Informationsblatt „Besondere_Zahlen_Schreibweisen.docx“ eingesetzt werden.


Aufgabe:

Marie gibt ihrer Freundin Elisabeth einen Würfel. Elisabeth würfelt dreimal, Marie fordert sie auf, folgende Rechnung durchzuführen: „Verdopple die erste gewürfelte Zahl, addiere zum erhaltenen Ergebnis 5, multipliziere die erhaltene Summe mit 5, addiere dazu die zweite gewürfelte Zahl, multipliziere das erhaltene Ergebnis mit 10 und addiere dazu jetzt noch die dritte gewürfelte Zahl.“ Elisabeth gibt das Ergebnis 885 an. „Jetzt weiß ich, welche drei Zahlen du gewürfelt hast“, sagt Marie.

Zeige, dass man diese drei Zahlen tatsächlich eindeutig bestimmen kann, und gib sie in der von Elisabeth gewürfelten Reihenfolge an.


Lösungshinweis:

Marie muss 885 – 250 = 635 rechnen und kann nun die Zahlen in der Reihenfolge 6, 3, 5 angeben.

Begründung:
Es seien  die in dieser Reihenfolge gewürfelten Zahlen mit . Führt man die Rechnung durch, zu der Elisabeth aufgefordert wurde, erhält man das Ergebnis  mit

 
 

Daher ist 



Olympiadeaufgabe 480735

Bei der Lösung dieser Aufgabe sind kombinatorische Überlegungen erforderlich, denn es müssen aus drei beschrifteten Kärtchen alle möglichen Zahlen gelegt werden.


Aufgabe:

Alexander erklärt seinen Partygästen folgende Denksportaufgabe:
„Ich habe hier drei Kärtchen. Auf das erste schreibe ich die Zahl 23, auf das zweite die Zahl 79 und auf dem dritten steht eine bestimmte zweistellige Zahl. Wenn man diese Kärtchen in beliebiger Reihenfolge neben einander legt, erhält man eine sechsstellige Zahl. Wenn man alle möglichen sechsstelligen Zahlen, die auf diese Weise gebildet werden können, addiert, beträgt die Summe 2989869. Nun könnt ihr herausfinden, welche Zahl auf dem dritten Kärtchen steht.“

Untersuche, ob durch Alexanders Aussagen diese Zahl eindeutig bestimmt ist. Ist dies der Fall, dann gib diese Zahl an.


Lösungshinweis:

Wenn auf dem dritten Kärtchen entweder die Zahl 23 oder die Zahl 79 steht, lassen sich durch Kombination der Karten jeweils drei unterschiedliche Zahlen bilden. 
 oder
.
In beiden Fällen erhält man nicht die gewünschte Summe.

Daher stehen auf den drei Kärtchen der unterschiedliche Zahlen, und man kann 6 verschiedene Zahlen aus den Kärtchen legen. Die unbekannte Zahl sei . Es ergibt sich die Summe

	2
	3
	a
	b
	7
	9

	2
	3
	7
	9
	a
	b

	7
	9
	a
	b
	2
	3

	7
	9
	2
	3
	a
	b

	a
	b
	7
	9
	2
	3

	a
	b
	2
	3
	7
	9



In der Einerspalte ergibt sich als Summe . Die gleiche Summe ergibt sich (ohne Berücksichtigung des Übertrages) in der Hunderter- und in der Zehntausenderspalte.
Für die drei anderen Spalten ergibt sich die Summe .

Damit beträgt die gesamte Summe unter Berücksichtigung der Stellenwerte
.
Zusammengefasst: .
Vereinfachung ergibt .

Somit steht auf dem dritten Kärtchen die Zahl 46.



Olympiadeaufgabe 370844

Die Aufgabe stammt zwar aus der Klasse 8 und dann auch noch aus der Bundesrunde. Wenn die Schülerinnen und Schüler jedoch genügend viel Zeit haben und systematische Untersuchungen anstellen können, können sie durchaus den Trick durchschauen. Die allgemeine Begründung und insbesondere die Begründung für die Einschränkung bei der Größe der verwendeten Zahlen sind jedoch anspruchsvoll und eignen sich eher für leistungsstarke Schülerinnen und Schüler. 


Aufgabe:

Mechthild hat sich ein Zahlrätsel ausgedacht. Sie sagt zu Karl:
„Denke dir drei aufeinanderfolgende natürliche Zahlen, die alle kleiner als 51 sind und bilde deren Summe! Addiere zu dieser Summe eine durch 3 teilbare Zahl, die kleiner als 150 ist! Multipliziere das Ergebnis mit 67! 
Wenn du mir nun die durch 3 teilbare Zahl und von dem Endergebnis die beiden letzten Ziffern nennst, kann ich dir sagen, welche drei Zahlen du dir gedacht hast.“

a) Beschreibe, wie man aus diesen Angaben die gedachten Zahlen ermitteln kann.

b) Erkläre, warum sich der Trick nicht mit drei beliebigen aufeinanderfolgenden Zahlen oder mit einer durch 3 teilbaren Zahl, die größer als 150 ist, durchführen lässt.


Lösungshinweis:

a) Es empfiehlt sich, zunächst Zahlenbeispiele zu betrachten, um auf die Idee für die Lösung des Zahlenrätsels zu kommen.

Gedacht seien die aufeinander folgenden Zahlen 17, 18 und 19 und 123 als dreistellige Zahl.
Die Summe beträgt dann .
Die Addition der dreistelligen Zahl ergibt .
Das Produkt mit 67 liefert .
Genannt werden nun die Zahlen 123 und 59.

Es ist nahezu ausgeschlossen, herauszufinden, wie sich diese genannten Zahlen so kombinieren lassen, dass man daraus die Ausgangszahlen 17, 18 und 19 ermitteln kann, wenn man den Trick nicht kennt.

Systematisches Arbeiten kann weiterhelfen, um ein Muster zu erkennen. Dabei gibt es grundsätzlich zwei Möglichkeiten. Die Ausgangszahlen können variiert werden oder die hinzuzuaddierende, durch 3 teilbare Zahl.

In der Tabelle sind die Ausgangszahlen beibehalten worden, die durch 3 teilbare Zahl wird systematisch variiert.

	Summe der Ausgangszahlen
	
	Summe
	Produkt mit 67
	Differenz

	17 + 18 + 19 = 54
	
	57
	3819
	

	17 + 18 + 19 = 54
	
	60
	4020
	

	17 + 18 + 19 = 54
	
	63
	4221
	

	17 + 18 + 19 = 54
	
	66
	4422
	

	17 + 18 + 19 = 54
	
	69
	4623
	

	17 + 18 + 19 = 54
	
	72
	4824
	

	17 + 18 + 19 = 54
	
	75
	5025
	



Man erkennt, dass die Zahlen, die aus beiden Endziffern bestehen, immer um 1 wachsen, wenn das nächste Vielfache von 3 addiert wird. Subtrahiert man nun von der Zahl, die aus den beiden Endziffern besteht, den Faktor  (), so erhält man die mittlere der drei gewählten Ausgangszahlen.

Das kann an einem Zahlenbeispiel überprüft werden: , also . Die Differenz  ist die mittlere der gedachten Zahlen.

Eventuell fällt als weiteres Muster in der Zahlenreiche auch auf, dass die Zahl, die aus den beiden ersten Ziffern gebildet wird, stets doppelt so groß ist, wie die Zahl, die aus den Endziffern besteht. Das ist zwar für den Trick nicht von Belang, diese Erkenntnis kann aber bei der allgemeinen Begründung helfen.

b) Ob diese Vorgehensweise tatsächlich immer die gedachten Zahlen liefert und warum die Größeneinschränkungen erforderlich sind, kann man durch eine allgemeine Untersuchung finden.

Gedachte Zahlen:		 , , .  
Die Summe beträgt dann 	.
Durch 3 teilbare Zahl: 		.
Summe: 			.
Das Produkt mit 67 liefert 	.
Wenn nun  ist, sind die Ziffern von  die beiden letzten Ziffern des Produktes. Da aber , ist  und wegen  ist ebenfalls . Somit ist .




Anmerkungen zur Aufgabe und zum Einsatz:

Der Ansatz, mit Zahlenbeispielen zu arbeiten, ist für Schülerinnen und Schüler in einer Arbeitsgemeinschaft naheliegend. Systematisches Arbeiten sollten sie auch gewohnt sein. Es ist jedoch fraglich, ob sie im Kontext dieser Aufgabe auf die passende Idee kommen. An dieser Stelle ist ein Impuls der Lehrkraft in den meisten Fällen erforderlich. Der Impuls kann ausreichen. Die Vorgabe der Tabelle muss nur in Ausnahmefällen erfolgen.


Mögliche Erweiterungen der Aufgabe:

Im konkreten Fall kann die Einschränkung für die dreistellige Zahl auch weniger stark sein. Wenn
 ist, funktioniert der Trick maximal für das 81-fache von 3, also für 243. Leistungsstarke Schülerinnen und Schüler können das untersuchen und dadurch zeigen, dass sie die allgemeine Begründung wirklich durchschaut haben.



Olympiadeaufgabe 400844

Auch diese Aufgabe stammt aus einer Bundesrunde der Klasse 8. Einerseits ist sie leichter zu lösen, als die vorhergehende Aufgabe, weil man nicht erst das Verfahren finden muss. Andererseits sind die Begründung durch die Darstellung der Zahl als Summe von Zehnerpotenzen und die erforderlichen Umformungen algebraisch anspruchsvoller.
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Aufgabe:

Peter würfelt viermal hintereinander mit einem Spielwürfel. Die dabei erzielten Augenzahlen sind 5, 2, 4, 3. Er notiert sie in dieser Reihenfolge und erhält so die Zahl 5243. Anschließend schreibt er die Augenzahlen der Unterseite der Würfel – als 2, 5, 3, 4 – in derselben Reihenfolge dahinter und erhält auf diese Weise die achtstellige Zahl 52432534. Er teilt diese achtstellige Zahl durch 1111, subtrahiert 7 und teilt das Ergebnis durch 9. Als Ergebnis erhält er die Zahl 5243, die der beschriebenen Anordnung der vier gewürfelten Zahlen entspricht.

Untersuche, ob Peter bei jeder beliebigen Kombination von vier Augenzahlen wieder die anfangs notierte Zahl erhält.

Hinweis: Jeder Spielwürfel ist so beschaffen, dass die Summe der Augenzahlen zweier gegenüberliegender Würfelflächen 7 beträgt.


Lösungshinweis:

Die gewürfelten Augenzahlen seien  mit . Dann heißt die achtstellige Zahl:
. 

Umformungen und Sortieren nach den Variablen liefern
 
 .

Wird nun durch 1111 dividiert, anschließend 7 subtrahiert und dann durch 9 dividiert, bleibt die Zahl  übrig, also genau die Zahl die aus den Ziffern  besteht.



__________________________________________________________________________________
Arbeitsgruppe MAfiSuS. Michael Rüsing (Essen), Thomas Giebisch (Remscheid), Gaby Heintz (Neuss), Steffen Heyroth (Essen), Matthias Lippert (Remscheid), Frederick Magata (Düsseldorf), Stefan Möllenberg (Düsseldorf), Holger Reeker (Dortmund), Burkhard Rüsing (Goch), Ellen Voigt (Wuppertal)
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