	
[image: ]
	Mathematik-Olympiaden e. V.
Geometrie  „Flächenanteile an regulären Polygonen“
Lehrerversion





Vorbemerkung zum Modul
[image: ]
Regelmäßige Polygone, z. B. mit drei bis acht Ecken, sind in der Geometrie ebene Polygone, die sowohl gleichseitig als auch gleichwinklig sind. Sie werden für Parkettierungen, in der Architektur und als Münzform verwendet.  
Einfache Polygone sind:
· das gleichseitige Dreieck
· das Quadrat
· das regelmäßige Fünfeck, das regelmäßige Sechseck, ...Siebeneck,... Achteck. 



Olympiadeaufgabe 420521

Bei dieser Einstiegsaufgabe sind Flächen vorgegeben, die in ihren Größen miteinander verglichen werden müssen. Als Hilfe stehen in den Vorgaben Gitterlinien zur Verfügung. Die Flächen müssen jeweils geeignet zerlegt und neu zusammengesetzt werden. In Teil a) ist bereits durch die Aufgabenstellung vorgegeben, dass es sich um Teilflächen der halben Größe handelt. Es geht ausschließlich um die Begründung.
In Teil b) sind die erforderlichen Schnitte nicht so offensichtlich wie in Teil a). Außerdem ist dort die Lösung nicht vorgegeben. 


[image: ]Aufgabe:

Gegeben ist ein Rechteck mit den Seiten a und b. Die Seite a ist dabei 4 cm, die Seite b  6 cm lang. Das Rechteck hat somit den Flächeninhalt . 


[image: ]
a) In den vier Figuren der Abbildung  sind die schattierten Flächen jeweils halb so groß wie die Fläche des ursprünglichen Rechtecks. Begründe dies für alle vier Figuren.










b) [image: ]Entscheide für jede der in der Abbildung  gezeigten Figuren: 
Ist der Flächeninhalt der Figur kleiner, gleich oder größer als der Flächeninhalt des ursprünglichen Rechtecks?
Begründe.







[image: ]Lösungshinweise:

a) Es ist unmittelbar klar, dass in jeder der Figuren die Hälfte der Fläche schraffiert ist. Somit ist nur zu begründen, dass jede der Figuren genau so groß ist, wie das vorgegebene Rechteck. Die Abbildung zeigt, wie die Figur zerschnitten und neu zusammengelegt werden kann. 

Figuren B und C: Das rechts abgeschnittene Dreieck wird  links angelegt, und es ergibt sich das Ausgangsrechteck.

Figur D: Wird das Dreieck rechts abgeschnitten und links angelegt, ergibt sich die gespiegelte Figur C, die den gleichen Flächeninhalt wie das Ausgangsrechteck hat.

Falls die Formel für den Flächeninahlt eines Parallelogramms bekannt ist, kann auch damit argumentiert werden, denn jedes Parallelogramm hat die Höhe 4 und die Grundseite 6.

[image: ]
b) Schneidet man in Figur A das überstehende Dreieck ab und legt es unten in die Lücke, sieht man, dass das abgeschnittene Dreieck nicht hoch genug ist. Daher ist die Figur A kleiner als das Rechteck.
In Figur B stehen an zwei Ecken jeweils drei kleine Quadrate über, in der Mitte fehlen genau 6 Quadrate. Daher ist die Figur genau so groß wie das Rechteck.
Wird Figur C durch eine waagerechte Linie in der Mitte geteilt, erkannt man, dass alle unteren Teile genau in die Lücken zwischen den oberen Teilen gelegt werden können. Das mittlere Dreieck muss dabei noch einmal halbiert werden. Daher ist Figur C genau so groß wie das Rechteck. 
Schneidet man in Figur D so ab, wie in der Abbildung dargestellt, können die fehlenden Dreiecke links unten und rechts oben zu einem Quadrat mit vier Kästchen zusammengelegt werden. Die beiden anderen Dreiecke werden zu einem kleinen Quadrat mit einem Kästchen zusammengelegt. Es fehlt also eine Fläche von der Größe von fünf Kästchen, abgeschnitten wurden aber sechs. Daher ist Figur D größer als das Rechteck.
Figur E lässt sich durch die dargestellten Schnitte zu dem ursprünglichen Rechteck zusammenlegen. Daher hat diese Figur die gleiche Größe wie das Rechteck.


Anmerkungen zur Aufgabe und zum Einsatz:

Wenn die Schülerinnen und Schüler lieber handlungsorientiert arbeiten und die Figuren wirklich zerschneiden und neu zusammenlegen möchten, können dafür die vergrößerten Bilder, die als Hilfe zur Verfügung stehen, genutzt werden.



Olympiadeaufgabe 400522

In dieser Aufgabe erfolgt der Übergang zu Figuren, bei denen das Hilfsgitter nicht mehr zur Verfügung steht.


Aufgabe:
[image: ]
Zerlege den abgebildeten grauen Quadratring 

a) durch zwei Geraden in vier gleich große Teilstücke,

b) durch drei Geraden in sechs gleichgroße Teilstücke,

c) durch vier Geraden in acht gleichgroße Teilstücke,

d) durch sechs Geraden in zwölf gleich große Teilstücke.

Das innere weiße Quadrat hat übrigens die halbe Kantenlänge wie das äußere Quadrat.




Lösungshinweise:


















Anmerkungen zur Aufgabe und zum Einsatz:

Auch bei dieser Aufgabe steht der vergrößerte Quadratring als Ausschneidevorlage zur Verfügung.



Olympiadeaufgabe 350624

Bei dieser Aufgabe ist einerseits der Anteil der grauen Fläche zu bestimmen, andererseits geht es aber auch um die Zahlenwerte der Flächeninhalte.
Im letzten Aufgabenteil ist ein Zahlenwert für den Inhalt der schraffierten Fläche vorgegeben. Dazu muss rückwärts die Größe des Ausgangsquadrates bestimmt werden.


Aufgabe:

[image: ]Die Abbildung zeigt ein Quadrat, in dem eine Teilfläche gefärbt ist.

a) Ermittle den Flächeninhalt der gefärbten Fläche.

b) Zeichne eine Figur, die von gleicher Form wie in der Abbildung, aber von anderer Größe ist. Dabei soll die Seitenlänge a des Quadrates so viele Zentimeter betragen, dass die markierte Teilfläche den Flächeninhalt  hat. Für welchen Wert der Seitenlänge a trifft das zu?

c) Nun wird verlangt, dass bei einer Figur von gleicher Form folgendes gilt: 
Wenn man die Seitenlänge a des Quadrates in Zentimetern misst, so ergibt sich eine natürliche Zahl. 
Wenn man den Flächeninhalt A der markierten Teilfläche in Quadratzentimetern misst, ergibt sich ebenfalls eine natürliche Zahl.
Ermittle alle diejenigen Werte der Seitenlänge a, für die das zutrifft und die größer als 1 cm, aber kleiner als 30 cm sind.


Lösungshinweise:

a) Die gefärbte Fläche besteht aus einem Quadrat und einen rechtwinkligen Dreieck (einem halben Quadrat). Das Quadrate hat ein Viertel der Größe des großen Quadrates, das Dreieck ein Achtel. Damit beträgt der Anteil der schraffierten Fläche . Das große Quadrat hat den Flächeninhalt  und die gefärbte Fläche .

b) Da die gefärbte Fläche kleiner als in Teil a) ist, muss die Seitenlänge a kleiner als 8 cm sein. Es soll sein . Probiert man Werte, die kleiner als 8 sind, aus, findet man, dass die gesuchte Seitenlänge 6 cm betragen muss.

c) Durch Einsetzen natürlicher Zahlen in den Term     findet man, dass sich ganzzahlige Werte ergeben, falls , ,  ist. Man kann entweder alle weiteren Zahlen ausprobieren oder nutzt mit Hilfe von Mustererkennung die Beobachtung aus, dass sich ganze Zahlen für den Flächeninhalt nur bei den Vielfachen von 4 ergeben. Damit gibt es die weiteren Lösungen für a: 16, 20, 24, 28.

Eine alternative Argumentation, die für leistungsstarke Schülerinnen und Schüler geeignet ist, nutzt die Teilbarkeit aus. Der Wert ist genau dann ganzzahlig, wenn  durch 8 teilbar ist. Das bedeutet,  muss den Primfaktor 2 mindestens dreimal enthalten. Damit muss a den Primfaktor 2 mindestens zweimal enthalten.



Olympiadeaufgabe 390636, 490624 und 490634

Diese Aufgabe ist aus drei Olympiadeaufgaben zusammengestellt. Die Teile a), b) und d) stammen aus 390636, der Teil c) aus 490634 und der Teil e) aus 490624. In allen Aufgabeteilen ist die Ausgangsfigur ein regelmäßiges Sechseck.


[image: ]Aufgabe:

Die Abbildung zeigt ein regelmäßiges Sechseck ABCDEF.

a) In dieser Figur lassen sich Dreiecke finden, deren Eckpunkte auch Eckpunkte des Sechsecks sind. Welche verschiedenen Formen solcher Dreiecke gibt es? Gib jeweils ein Beispiel durch die Nennung der Eckpunkte an.

b) Bestimme, welchen Flächenanteil diese Dreiecke jeweils von der Fläche des Sechsecks einnehmen. Du kannst dies gut anhand einer Zeichnung erläutern.

c) Eines der in Teil a) gefundenen Dreiecke hat einen Flächeninhalt von einem Drittel des Flächeninhaltes des Sechsecks. Finde weitere Flächen, deren Flächeninhalt jeweils auch ein Drittel der Sechseckfläche beträgt. Begründe, dass der Flächeninhalt dieser Flächen jeweils einem Drittel des Flächeninhaltes des Sechsecks entspricht. 
[image: ]
d) In dem Sechseck ABCDEF liegt ein Zwölfeck. Alle zwölf Seiten des Zwölfecks sind gleich lang. Die Winkel bei A, B, C, D, E und F sind jeweils gleich groß. Die Winkel bei G, H, I, J, K und L sind ebenfalls jeweils gleich groß.  Der Abstand der neuen Eckpunkte vom Mittelpunkt ist genauso lang wie eine Seite des Zwölfecks. Welchen Anteil der Fläche des Sechsecks bedeckt dieses Zwölfeck?

e) Aus dem Sechseck ABCDEF  soll ein Rechteck entstehen. Zerlege dazu das Sechseck in drei Teile, die neu zusammengesetzt dies ermöglichen.


Lösungshinweise:

a) Es gibt nur drei unterschiedliche Dreiecksformen: ABC, ABD, ACE.










Das lässt sich durch systematisches Vorgehen begründen. Beginnt man mit dem Punkt A und verwendet der Reihe nach die anderen Punkte als Eckpunkte des Dreiecks, so findet man zunächst ABC, dann ABD. Die in der Systematik folgenden Dreiecke ABE und ABF haben aber die gleiche Form wie ABD bzw. ABC.
Damit sind alle Dreiecke mit den Ecken A und B betrachtet. In der Systematik folgt nun ACD. Dieses Dreieck stimmt aber mit der Form von ABD überein.
ACE ist ein Dreieck mit einer neuen Form, während ACF mit der Form von ABD übereinstimmt.
Bei den weiteren Dreiecken kommen nun keine neuen Formen mehr vor.
[image: ]
b) Bei dem Dreieck ABC ist der Mittelpunkt des Sechsecks zur Bestimmung des Flächenanteils hilfreich. 
Das Dreieck ABM hat ein Sechstel des Flächeninhaltes des Sechsecks. Die Strecke MB halbiert das Dreieck ABC. Die rechte Hälfte passt genau in die untere Hälfte des Dreiecks ABM. Damit ist der Flächeninhalt von ABC ein Sechstel des Flächeninhaltes des Sechsecks.

Bei den beiden anderen Dreiecken können ebenfalls Zerlegungen durchgeführt werden. Schneller sind jedoch Argumentationen.

Das Dreieck BCD hat die gleiche Größe wie das Dreieck ABC. Zusammen mit ABD bedeckt es die Hälfte des Sechsecks. Also bedeckt ABD zwei Sechstel, d. h. ein Drittel des Sechsecks.

Das Dreieck ACE kann durch drei Dreiecke ABC zum Sechseck ergänzt werden. Damit hat ACE einen Flächeninhalt von drei Sechstel, also der Hälfte des Sechsecks.

c) [image: ]Hier gibt es viele Möglichkeiten. Das Sechseck kann in sechs gleich große Dreiecke zerlegt werden, von denen zwei gewählt werden. Ebenso ist eine Einteilung in zwölf gleich große Dreiecke möglich, von denen vier gewählt werden. [image: ]


Falls zum Zeitpunkt der Bearbeitung in der Arbeitsgemeinschaft schon die Flächenberechnung von Dreiecken bekannt ist,  kann auch argumentiert werden, dass alle Dreiecke deren eine Seite eine Sechseckseite ist und deren dritter Punkt auf der gegenüberliegenden Sechseckseite liegt, den gesuchten Flächeninhalt haben. Ausgehend von dem Dreieck ABD aus Teil a) bleiben bei Bewegen des Punktes sowohl die Grundseite als auch die Höhe des Dreiecks konstant.

d) [image: ]Die beiden markierten Dreiecke haben den gleichen Flächeninhalt, da der Abstand des Eckpunktes des Zwölfecks vom Mittelpunkt und die Seitenlängen gleich lang sind und außerdem bei einem regelmäßigen Sechseck die Seitenlängen und die Abstände der Eckpunkte vom Mittelpunkt gleich lang sind. 
Von jedem der sechs Dreiecke, in die das Sechseck zerlegt werden kann, wird daher ein Drittel ausgeschnitten, um das Zwölfeck zu erhalten. Daher hat es einen Flächeninhalt von zwei Dritteln des Flächeninhaltes des Sechsecks.  

e) [image: ]Eine Möglichkeit ist in der Abbildung dargestellt.





Anmerkungen zur Aufgabe und zum Einsatz:

Es ist hilfreich, wenn die Schülerinnen und Schüler vor der Bearbeitung dieser Aufgabe bereits einige Eigenschaften eines regelmäßigen Sechsecks kennen. Dazu kann vorbereitend das Arbeitsblatt „Eigenschaften von regelmäßigen Sechsecken“ eingesetzt werden.
Mögliche Erweiterungen der Aufgabe:

Die Schülerinnen und Schüler können mit Zirkel und Lineal oder vorzugsweise durch Einsatz einer DGS ein Sechseck konstruieren. Dabei machen sie die Erfahrung, dass die Seitenlängen genau so groß sind wie der Abstand der Ecken vom Mittelpunkt.
Ebenso können sie ausgehend von dem Sechseck das Zwölfeck konstruieren. Sie erkennen dabei, dass die neuen Ecken jeweils auf den Mittelsenkrechten der Sechseckseiten liegen müssen. Die genaue Lage der neuen Eckpunkte ist erst durch die Abstandsbedingung festgelegt.
Im Zugmodus des DGS lässt sich gut darstellen, dass die Abstandsbedingung wichtig ist für die Lösung der Aufgabe.
[bookmark: _GoBack]Wenn die Schülerinnen und Schüler nicht selber konstruieren sollen, können sie die Geogebra-Datei zwoelfeck.ggb verwenden. Die Lage des roten Punktes auf der Mittelsenkrechten der Seite kann variiert werden.



Olympiadeaufgabe 360634

[image: ]
Aufgabe:

Gegeben sei ein regelmäßiges Achteck, in dem ein Teil eingefärbt ist.

Welcher Bruchteil der Fläche des Achtecks ist eingefärbt?  

Nenne Überlegungen, mit denen du deine Antwort gefunden hast.  


Lösungshinweise:

[image: ]Das Achteck kann auf verschiedene Weisen zerlegt werden. 

Bei dieser Zerlegung entstehen 8 rechtwinklige, gleichschenklige Dreiecke und vier Rechtecke. Die vier Dreiecke an den Rändern sind gleich groß. Ihre längere Seite ist genau so groß wie die längere Seite der vier Dreiecke in der Mitte, da alle Seiten des Achtecks gleich lang sind. Daher sind die Dreiecke an den Rändern zusammen genau so groß wie die Dreiecke in der Mitte zusammen genommen. Außerdem sind alle Rechtecke gleich groß. 
Deshalb ist die eingefärbte Fläche halb so groß wie die Gesamtfläche des Achtecks.





Olympiadeaufgabe 430634


Bei dieser abschließenden Aufgabe des Moduls, die aus dem Rahmen fällt, handelt es sich in gewisser Weise um eine Umkehrung der bisherigen Aufgaben. Die Zerlegung und die Flächenanteile sind vorgegeben. Zu bestimmen sind die Proportionen der Teile, in die die Ausgangsfigur zerlegt wird. Obwohl es sich hier nicht um regelmäßige Polygone handelt, passt die Aufgabe doch in dieses Modul und kann von Schülerinnen und Schülern, die die vorhergehenden Aufgaben schnell bearbeiten konnten, zur Differenzierung genutzt werden.


[image: ]Aufgabe:

Sieben gleich große, deckungsgleiche Rechtecke werden zu einem großen Rechteck zusammengelegt. Zusammen haben sie einen Flächeninhalt von .
Wie groß sind die Seitenlängen der sieben Rechtecke?


Lösungsvorschlag:

Da jedes Teilrechteck ein Siebtel des Ausgangsrechtecks überdeckt, hat jedes einen Flächeninhalt von . Aus der Abbildung ist zu sehen, dass die Breite von vier Rechtecken genau so lang ist wie die Länge von drei Rechtecken. Eine Lösung mit Hilfe eines Gleichungssystems ist in der Klasse 6 nicht möglich. 
Es bietet sich aber die Strategie des systematischen Probierens an. Ausgehend von einem Wert für die Breite kann der Wert für die Länge so bestimmt werden, dass der richtige Flächeninhalt vorliegt. Danach wird überprüft, ob das Vierfache der Breite gleich dem Dreifachen der Länge ist.

In der Tabelle ist ein mögliches Vorgehen dargestellt. Versucht man zunächst, mit einer Breite von 10 cm zu arbeiten, stellt man keine Übereinstimmung fest. Der vierfache Breitenwert ist zu klein. Probiert man das gleiche mit einer Breite von 20 cm, so ist der vierfache Breitenwert zu groß. Es ist daher naheliegend, Werte zwischen 10 cm und 20 cm zu betrachten.

	Breite in cm
	Länge in cm
	4 * Breite
	3 * Länge

	10
	300 : 10 = 30
	40
	90

	20
	300 : 20 = 15
	80
	45

	15
	300 : 15 = 20
	60
	60



Es ist zu begründen, dass es sich bei der gefundenen Lösung um die einzige Lösung handelt.
Aus der Tabelle sieht man, dass mit wachsender Breite der vierfache Breitenwert zunimmt, während der dreifache Längenwert abnimmt. Verändert man also den Breitenwert von 15, werden die Produkte nicht mehr übereinstimmen.
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