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Vorbemerkungen zum Modul


Prozentrechnung wird in der Regel in Klasse 7 eingeführt. Auch in der Mathematik-Olympiade kommen Aufgaben ab dieser Jahrgangsstufe immer wieder vor. Dabei setzen die Olympiadeaufgaben die im Unterricht behandelte Prozentrechnung als Grundtechnik voraus.
Die in diesem Modul vorgeschlagenen Aufgaben gehen über die schulüblichen Aufgaben im Anspruchsniveau hinaus, da sie genaues Lesen des Textes erfordern und zusätzlich die Beherrschung der Inhalte weiterer Gebiete der Mathematik oder die Anwendung anderer Problemlösestrategien erfordern.
Vor dem Einsatz des Moduls sollte sichergestellt sein, dass die Schülerinnen und Schüler die Grundaufgaben zur Prozentrechnung beherrschen. Dazu kann ein Selbsttest eingesetzt werden, der in der Datei „Prozentrechnung_Vorkenntnisse.docx“ zur Verfügung steht.

In den ersten zwei Aufgaben müssen die Informationen des Textes bezüglich der Prozentangaben zur Lösung des Problems ausgewertet werden. In den folgenden Aufgaben ist es gut, wenn die Umwandlung einer Prozentzahl in einen gekürzten Bruch beherrscht wird. So können dann Gleichungen aufgestellt werden, die nach einer Variablen aufgelöst werden müssen.



Olympiadeaufgabe 350811

In der Einstiegsaufgabe dieses Moduls wird eine sehr schulnahe Aufgabe angeboten, bei der nur die Grundaufgaben der Prozentrechnung gefordert sind.


Aufgabe:

a) Von den Schülern des Lessing-Gymnasiums gehören genau 40% einem Sportverein an, und von diesen 40% sind wiederum genau  zugleich Mitglieder des Schulchores. Wieviel Prozent aller Schüler des Lessing Gymnasiums sind folglich die Schüler, die sowohl einem Sportverein als auch dem Schulchor angehören?

b) Genau 5% aller Schüler des Lessing-Gymnasiums verließen am Ende des Schuljahres das Gymnasium. Zu Beginn des neuen Schuljahres kamen 189 Schüler neu an das Gymnasium. Durch diese beiden Änderungen hat sich insgesamt die Anzahl aller Schüler gegenüber der Schülerzahl, die vor dem Ende des Schuljahres dort gewesen war, um 10% erhöht.
Wie groß ist nun die Schülerzahl nach dem Beginn des neuen Schuljahres?


Lösungsvorschlag:

a) 40% entspricht dem Faktor 0,4,  dem Faktor 0,2. Wegen 0,2 ∙ 0,4 = 0,08 sind 8 % der Schüler sowohl in einem Sportverein als auch im Chor.

b) Die Zahl der Schüler hat sich zunächst um 5% verringert und danach ausgehend von dem gleichen Grundwert um 10% erhöht. Damit sind 189 Schüler 15% des Grundwertes, also waren vor dem Ende des Schuljahres  auf dem Gymnasium. 
Davon haben 5% die Schule verlassen. Das sind  Schüler. 
Nachdem 189 Schüler hinzugekommen sind, besuchen  Schüler die Schule.



Olympiadeaufgabe 510731

In dieser Aufgabe geht es um eine zweimalige Verminderung des Grundwertes. Anschließend ist der Grundwert gesucht, was eine Standardaufgabe der Prozentrechnung ist.


Aufgabe:

Herr Müller stellt fest, dass er am Sonntagvormittag bei einer Fahrt mit seinem Pkw 20 % des Kraftstoffes verbrauchte, der sich vor Fahrtbeginn im Tank befunden hatte. Bei einer Fahrt am Nachmittag wurden 10 % der Kraftstoffmenge verbraucht, die nach der Vormittagsfahrt übrig geblieben war. Nach beiden Fahrten waren noch 9 Liter Kraftstoff im Tank.
Ermittle, wie viel Liter Kraftstoff sich vor der ersten Fahrt an diesem Tag befanden.


Lösungsvorschlag:

Am Vormittag werden 20% des Kraftstoffes verbraucht, so dass noch 80 % im Tank sind.
Am Nachmittag werden von dieser neuen Menge 10 % verbraucht, so dass noch 90 % von den 80 % im Tank sind. Insgesamt sind also noch 0,8 ∙ 0,9 = 0,72 = 72 % des Kraftstoffes vom Anfang im Tank. Das sind 9 Liter.
Damit waren am Anfang  Kraftstoff im Tank.



Olympiadeaufgabe 430811

Bei der Bearbeitung dieser Aufgabe müssen die Schülerinnen und Schüler genau unterscheiden, welche Grundmenge jeweils betrachtet wird. Einmal geht es um den Anteil der Mädchen bzw. Jungen an den guten Ergebnissen, andererseits sind die Anteile der guten Ergebnisse bei den Mädchen bzw. Jungen zu betrachten. Implizit werden bedingte Wahrscheinlichkeiten berechnet.


Aufgabe: 

Aus einer Statistik des Regionalschulamtes geht hervor:
Von 1000 Abiturienten legten genau 400 eine gute bzw. sehr gute Reifeprüfung ab, davon nur 45% Mädchen. Die restlichen 600 Prüflinge schlossen mit mäßigem oder schlechtem Ergebnisse ab; 64% davon waren Jungen.

Untersuche, ob sich aus diesen Daten schließen lässt, dass die Mädchen insgesamt schlechter abgeschnitten haben als die Jungen.


Lösungsvorschlag:

Aus 400 ∙ 0,45 = 180 folgt: 180 Mädchen legen eine gute Reifeprüfung ab.
Wegen 400 – 180 = 220 folgt hieraus: 220 Jungen erzielen ein gutes Ergebnis.

Aus 600 ∙ 0,64 = 384 folgt: 384 Jungen erzielten nur mäßige oder schlechte Ergebnisse. 
Wegen 600 – 384 = 216 folgt hieraus: 216 Mädchen erzielten kein gutes Ergebnis.

Wegen 180 + 216 = 396 waren also 396 Mädchen und wegen 220 + 384 = 604 Jungen an der Prüfung beteiligt. 
Der Anteil der Mädchen mit gutem Examen war demnach 180/396. Das entspricht 45,45 %. 
Der Anteil der Jungen mit gutem Examen war demnach 202/604. Das entspricht 36,42 %. 

Der Vergleich zeigt, dass das Ergebnis der Mädchen nicht schlechter sondern besser war als das der Jungen.


Anmerkungen zur Aufgabe und zum Einsatz: 

Falls den Schülerinnen und Schülern nicht klar ist, dass ein Vergleich durch die Berechnung der Prozentzahlen der Mädchen, die ein gutes Ergebnis erzielt haben, und der Jungen mit einem guten Ergebnis möglich ist, kann die Hilfekarte „Prozentrechnung_Hilfe_430811.docx“ angeboten werden.

Die Aufgabe kann als Motivation für den Einsatz einer Vierfeldertafel genutzt werden.
Zunächst werden die Angaben aus der Aufgabenstellung eingetragen, an zwei Stellen müssen die Anzahlen zunächst errechnet werden:

	
	Gutes Ergebnis
	Schlechtes Ergebnis
	Summe

	Mädchen
	0,45 ∙ 400 = 180
	
	

	Jungen
	
	0,64 ∙ 600 = 384
	

	Summe
	400
	600
	1000





Die freien Felder können nun durch Summen- bzw. Differenzbildung ausgefüllt werden:

	
	Gutes Ergebnis
	Schlechtes Ergebnis
	Summe

	Mädchen
	0,45 ∙ 400 = 180
	216
	396

	Jungen
	220
	0,64 ∙ 600 = 384
	604

	Summe
	400
	600
	1000



Bei der Musterlösung fällt auf, dass der Prozentsatz der Mädchen, die ein gutes Ergebnis erzielt haben und der Prozentsatz der guten Ergebnisse, die von Mädchen erzielt wurden nahezu gleich sind. In der Sprache der bedingten Wahrscheinlichkeiten: . Das könnte die Schülerinnen und Schüler auf die Idee bringen, es müsse in Wirklichkeit eine Gleichheit sein und der Unterschied von 0,45% sei nur durch Rundungsfehler entstanden. Die Ursache für diesen Fehlschluss ist in der Vierfeldertafel unmittelbar zu erkennen: Die Zahl der guten Ergebnisse und die Zahl der Mädchen stimmt fast überein. Dem kann man entgegenwirken, indem in der Aufgabenstellung der Prozentsatz der Mädchen, die ein gutes Ergebnis erzielt haben (also  ) verändert wird. Wählt man hier 38% statt 45% ergibt sich die Vierfeldertafel

	
	Gutes Ergebnis
	Schlechtes Ergebnis
	Summe

	Mädchen
	0,38 ∙ 400 = 152
	216
	368

	Jungen
	248
	0,64 ∙ 600 = 384
	632

	Summe
	400
	600
	1000



Hieraus ergeben sich die bedingten Wahrscheinlichkeiten  und . Also noch immer ist der Anteil der guten Arbeiten bei den Mädchen höher als bei den Jungen.





Olympiadeaufgabe 390732

In Aufgabenteil a) werden die Grundoperationen der Prozentrechnung gefordert. Aufgabenteil b), der zu einem für die Schülerinnen und Schüler überraschenden Ergebnis führt, ist anspruchsvoller, da sich die Grundmenge während des Vorgangs ändert.


Aufgabe: 

Kati und Ines experimentieren gern.

a) Aus 3 kg einer 15 % - igen  Kochsalzlösung und 4 kg einer 45 % - igen Kochsalzlösung stellt Kati ein Gemisch her. Berechne die Konzentration des Gemisches. Runde die Prozentangabe auf eine Stelle nach dem Komma.

b) Ines hat eine Kochsalzlösung, die zu 99 % aus Wasser besteht. Wie viel Prozent des Wasseranteils sind dieser Lösung zu entziehen, damit der Wasseranteil nur noch 98 % der entstehenden Lösung beträgt? Runde auch hier die gesuchte Prozentangabe auf eine Stelle nach dem Komma. 


Lösungsvorschlag:

a) In den 3 kg der 15 % - igen Kochsalzlösung sind (3 kg ∙ 0,15 =) 0,45 kg Salz enthalten.
In den 4 kg der 45 % - igen Kochsalzlösung sind (4 kg ∙ 0,45 =) 1,8 kg Salz enthalten.
Folglich sind in den 7 kg des Gemischs insgesamt (0,45 kg + 1,8 kg =) 2,25 kg Salz enthalten.
Die Konzentration des Gemisches beträgt also  .

b) Bei der Lösungsfindung ist es hilfreich, von einer beliebig gewählten Menge der Kochsalzlösung auszugehen, zum Beispiel von 10 kg.
Darin sind dann 0,1 kg Salz und 9,9 kg Wasser enthalten.
Damit es sich um eine 2 % - ige Kochsalzlösung handelt, in der weiterhin 0,1 kg Salz enthalten sind, muss man eine Gesamtmenge von 5 kg Kochsalzlösung erhalten, denn  .
Somit müssen 5 kg Wasser entzogen werden. Von der ursprünglichen Wassermenge von 9,9 kg sind das  .


Anmerkungen zur Aufgabe und zum Einsatz: 

Als Hilfe steht ein Blatt mit graphischen Darstellungen zu den Mischungsvorgängen zur Verfügung in der Datei „Prozentrechnung_Hilfe_390732.docx“.



Olympiadeaufgabe 430832

Bei der Lösung dieser Aufgabe muss weitgehend mit Variablen gearbeitet werden, da an vielen Stellen keine konkreten Zahlenwerte gegeben sind. Die ermittelten Gleichungen sind teilweise umzustellen.
Zusätzlich ist der Aufgabentext etwas verwirrend. Er muss sehr genau gelesen werden, um die Problemstellung zu erfassen.
Auf den ersten Blick ist es erstaunlich, dass die Aufgabe trotz so weniger konkreter Angaben eindeutig lösbar ist. 


Aufgabe:

Es seien  und  zwei Felder von rechteckiger Form. Die längere Seite von  ist um 20 % kürzer als die kürzere Seite von . Die längere Seite von  ist um 40 % länger als die kürzere Seite von .

Auf beiden Feldern wurden Kartoffeln angebaut. Der Ertrag pro Hektar war auf  um 40 % größer als der Hektarertrag von . 
Ermittle, wie viel Prozent des Gesamtertrages von  der Gesamtertrag von  ist.




Lösungsvorschlag:

Die längeren Seite der Felder werden mit  bzw.  bezeichnet, entsprechend die kürzeren mit  bzw.  . Die Flächeninhalte der Felder werden mit  bzw.  bezeichnet. Die Erträge pro Hektar werden mit  bzw.  bezeichnet.
Nach der Aufgabenstellung ist die längere Seite von  um 20 % kürzer als die kürzere Seite von  , also  .
Die längere Seite von  ist um 40 % länger als die kürzere Seite von  , also  .
Um den Flächeninhalt durch einen Term anzugeben, muss eine der Gleichungen umgestellt werden. Es ist  .
Für die Erträge pro Hektar gilt nach Aufgabenstellung  .
Der Gesamt ertrag eines Feldes ergibt sich als Produkt aus dem Hektarertrag und dem Flächeninhalt:
 .
Somit beträgt der Gesamtertrag von Feld nur 80 % des Gesamtertrages von Feld . 
Da aber der Grundwert der Ertrag von Feld  sein soll, muss umgerechnet werden. Der Gesamtertrag von Feld  beträgt 125 % des Gesamtertrages von Feld  .



Olympiadeaufgabe 420731

Zusätzlich zur Prozentrechnung sind bei der Lösung dieser Aufgabe die Strategie des systematischen Probierens oder das Aufstellen und Lösen einer Gleichung erforderlich. 


Aufgabe:

Der Leiter eines Schuhgeschäftes bezieht Herrensandalen. Auf den Einkaufspreis schlägt er 18 Euro Handelsspanne auf jedes Paar auf. Zu Beginn des Sommerschlussverkaufs senkt er den Verkaufspreis zunächst um 10 % und noch einmal um 20 % des schon gesenkten Preises. Dabei verdient er dennoch an jedem verkauften Paar, gemessen am Einkaufspreis, 2,88 Euro. Berechne den Einkaufspreis.


Lösungsvorschlag:

Lösung durch systematisches Probieren:

Da bei der doppelten Preisreduzierung der bereits reduzierte Preis beim zweiten Mal als Grundlage genommen wird, sind die Prozentzahlen zu multiplizieren. Der Preis wird auf 0,9 ∙ 0,8 = 0,72, also auf 72 Prozent, gesenkt. 


	Einkaufspreis
	Alter Verkaufspreis
	Reduzierter Verkaufspreis
	Verdienst

	20,00
	38,00
	27,36
	7,36

	30,00
	48,00
	34,56
	4,56

	40,00
	58,00
	41,76
	1,76

	35,00
	53,00
	38,16
	3,16

	36,00
	54,00
	38,88
	2,88



Aus der Tabelle ist zu sehen, dass der Verdienst abnimmt, wenn der Einkaufspreis steigt. Daher kann es nur eine Lösung der Aufgabe geben. Der Einkaufspreis beträgt 36,00 €.


Lösung mit Hilfe einer Gleichung:

Sei x der Einkaufspreis pro Paar, dann beträgt der Verkaufspreis zunächst (x + 18). 
Nach der zweiten Preissenkung beträgt er nur noch (x + 18) ∙ 0,9 ∙ 0,8.
Dieser Preis soll um 2,88 Euro höher sein als der Einkaufspreis. 
Folglich ist die Gleichung (x + 18) ∙ 0,9 ∙ 0,8 = x + 2,88 zu lösen.
Als Lösung ergibt sich x = 36.



Olympiadeaufgabe 410821

Bei der Lösung dieser Aufgabe kann die Strategie des Rückwärtsarbeitens gewinnbringend angewendet werden. Eine Lösung mit Hilfe einer Gleichung ist ebenfalls möglich.


Aufgabe: 

Zwei Eichhörnchen sammeln seit Wochen Walnüsse aus unserem Walnussbaum. 75 % der Walnüsse werden sie im Winter wieder finden und fressen. Vom Rest werden zwei Drittel von anderen Eichhörnchen gefressen und 90 % der jetzt noch verbleibenden Nüsse verfaulen. Aus dem Rest wachsen neue Walnussbäume. 
Wie viele Walnüsse haben die beiden Eichhörnchen gesammelt, wenn im nächsten Jahr zwei Walnussbäume wachsen?


Lösungsvorschlag:

Da bei dieser Aufgabe das Endergebnis des Vorgangs bekannt ist, nämlich zwei Bäume, bietet sich die Strategie des Rückwärtsarbeitens an. Da am Ende die übriggebliebenen Walnüsse eine Rolle spielen, wir an allen Stellen mit den Anteilen der Nüsse, die in der Erde verbleiben gearbeitet, also nicht mit den in der Aufgabenstellung gegebenen Anteilen der entnommenen Nüsse.

Zunächst werden die einzelnen Schritte des Vorgangs aufgelistet, zum Beispiel durch eine Graphik.
[image: ]

Die noch freien Quadrate müssen mit Zahlen gefüllt werden. Dazu sind die Umkehroperatoren zu verwenden.
[image: ]

Die Eichhörnchen haben somit 240 Walnüsse gesammelt.


Die Aufgabe kann auch mit Hilfe einer Gleichung gelöst werden. Wird die unbekannte Anfangszahl x genannt, ergibt sich die Endzahl durch  . 
Diese Zahl soll 2 sein, also ist die Gleichung  zu lösen. Die Lösung ist .



Olympiadeaufgabe 430821

Diese Aufgabe bringt keine neuen Aspekte. Sie ist jedoch in der Lösung recht aufwendig, so dass sie eher als Reserveaufgabe für Schülerinnen und Schüler, die die übrigen Aufgaben bereits bearbeitet haben, gedacht ist.


Aufgabe:

Antiquitätenhändler Gierig kauft einen Tisch und einen Stuhl für insgesamt 225 Euro und verkauft diese beiden Gegenstände mit 40 % Gewinn.

Wie viel Euro zahlte Herr Gierig beim Kauf für den Tisch und wie viel beim Kauf für den Stuhl, wenn ihm der Tisch beim Verkauf einen Gewinn von 25 % und der Stuhl einen Gewinn von 50 % brachte? 


Lösungsvorschlag:

Möglich sind Lösungen durch systematisches Probieren oder durch Gleichungen.



Lösung durch Systematisches Probieren:

	Einkaufspreis
	Verkaufspreis
	Gewinn

	Stuhl
	Tisch
	Stuhl
	Tisch
	Gesamt
	

	50,00
	175,00
	75,00
	218,75
	293,75
	68,75

	60,00
	165,00
	90,00
	206,25
	296,25
	71,25

	70,00
	155,00
	105,00
	193,75
	298,75
	73,75

	80,00
	145,00
	125,00
	181,25
	301,25
	76,25



Da der Gewinn 40 % von 225 € betragen soll, also 90 €, hat man mit diesen Zeilen die Lösung noch nicht gefunden.
Die Tabelle kann weiter fortgesetzt werden, was sehr mühsam ist. Ein Ausweg kann der Einsatz einer Tabellenkalkulation sein.

Alternativ ist es möglich, in der Tabelle Muster zu erkennen:
· Ganz offensichtlich steigt der Gewinn mit dem Einkaufspreis des Stuhles. 
· Ein weiteres Muster ist in der Höhe des Gewinnanstiegs zu erkennen. Jedes Mal, wenn der Einkaufspreis des Stuhles um 10 € steigt, wächst der Gewinn um 2,50 €.
· Da der Gewinn von 68,75 € aus der ersten Zeile auf 90,00 €, also um 21,25 € steigen muss, sind das 8,5 Schritte zu je 2,50 €. Somit muss der Einkaufspreis des Stuhles um 85,00 € höher sein als in der ersten Zeile der Tabelle, also muss er 135,00 € betragen.
· Der Tisch kostet daher im Einkauf 90,00 €.

Bei einem anderen Ausgangspunkt in der systematischen Tabelle kann die Lösung auch schneller erreicht werden. Intuitiv wird man jedoch davon ausgehen, dass der Stuhl deutlich billiger sein wird als der Tisch. Daher ist bei den Schülerinnen und Schülern eher mit einer umfangreichen Tabelle zu rechnen.

In jedem Fall muss aber begründet werden, dass es wegen des Anstiegs des Gewinns nur eine Lösung geben kann.


Lösung mit einer Gleichung:

Der Kaufpreis des Tisches betrage x Euro, der des Stuhls demzufolge (225 – x) Euro. Herr Gierig erzielte beim Verkauf des Tisches einen Gewinn von 25 %, das heißt, er kostet beim Verkauf 1,25x Euro.
Den Stuhl verkaufte Herr Gierig mit 50 % Gewinn; er kostet somit beim Verkauf 1,5 ∙ (225 – x) Euro.
Der Verkauf ergab insgesamt 40 % Gewinn, bezogen auf den Einkaufspreis 225 Euro. Die gesamte Verkaufssumme kann also folgendermaßen errechnet werden: 
1,40 ∙ 225 Euro = 315 Euro.

Man erhält heraus eine Gleichung 1,25 ∙ x + 1,5 ∙ (225 – x) = 315
mit der Lösung x = 90. Herr Gierig kaufte den Tisch für 90 Euro, den Stuhl für (225 – 90 =) 135 Euro.




Anmerkungen zur Aufgabe und zum Einsatz: 

Die Aufgabe kann je nach Lösungsansatz der Schülerinnen und Schüler Anlass sein, mit einer Tabellenkalkulation zu arbeiten.


__________________________________________________________________________________
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