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Bevdlkerungsentwicklung

Eine Stadt hatte im Jahr 1990 die Einwohnerzahl von 100.000 Biirgern, welche in den folgenden
Jahren stagnierte.

Im Jahr 1990 lebten 80.000 Einwohner in der City (C) und 20.000 in den Vororten (V). Fiir 1995
und 2000 sind folgende Daten bekannt:

Jahr Einwohner in der City (C) Einwohner in den Vororten (V)
1995 76.000 24.000
2000 73.200 26.800

Die Erhebungen wurden immer zu Jahresbeginn durchgefiihrt.

1. Bestimmen Sie die stochastische Ubergangsmatrix A fiir die Bevolkerungsentwicklung
innerhalb der Stadt. Dabei betriigt der Zeitraum fiir einen Ubergang wie im Eingangstext
fiinf Jahre. Gehen Sie von gleich bleibenden prozentualen Umzugstrends aus.

Zeichnen Sie ein Diagramm, das die Bevolkerungsbewegungen veranschaulicht und
berechnen Sie mit Hilfe von A die City-Vorort-Verteilung fiir den Beginn der Jahre 2005
und 2010.

Bestimmen Sie ebenfalls die Verteilung fiir den Beginn von 1985.
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2. Bestimmen Sie die stationdre Verteilung der Einwohner in der City und den Vororten.
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Matrix. Ermitteln Sie fiir A denjenigen Fixvektor, dessen Koordinaten die Summe 1
haben.

3. Seinun A= ( j mit 0 <p < 1undO0<q<1 eine beliebige stochastische

4. Weisen Sie fiir die Matrix A aus Teilaufgabe 3 nach: Der Vektor V= ( ’ j und das

Produkt von A -V sind Vielfache voneinander.

Zusammengestellt von den Fachdezernenten Mathematik der 5 Bezirksregierungen in NRW 1/1
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Mit Azgc diergeben sich die Gleichungen
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| 80000a+ 20000b = 76000 b=38- 4a
[l 80000c +20000d =24000P d=1,2- 4c

[l 76000a+ 24000b = 73200
IV 76000c + 24000d = 26800

b eingesetzt in Il ergibt a=0,9; d eingesetzt in IV ergibt c=0.1
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Also A= 20, 0
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Diagramm:
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Verteilung fur 2005: A

Vororten.

%26800 & g28760

, d.h. 71240 leben in der City, 28760 in den
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Verteilung ftr 2010: A>g28760
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Vororten.

Fir den Verteilungsvektor Xvon 1985 gilt Axx= éZOOOO U X=A
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Bestimme A™:

209 021 05 209 02 1

den Vororten.
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~. 1985 lebten ca. 85714 Leute in der City, 14286 in
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2.) Fur die stationare Verteilung gilt: A:X=X, also g01 08> XX = X.
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- 01x+0,2y =0
01x- 0,2y =0
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Damit x=2y und X =rg =.
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Da auRerdem x+y=1, folgt 2r+r =10 r -1 und damit ist X = Q?‘dle stationare
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Verteilung.
Bezogen auf 100000 Einwohner heifdt das: ca. 66667 Bewohner in der City und
33333 in den Vororten.
Fur die stochastische Grenzmatrix G gilt:
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=C —denn diese stimmt in den Spalten Uberein, jede Spalte
n® ¥§01 082, 1 1.
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stellt die stationare Verteilung dar, G multipliziert mit einem Verteilungsvektor
verandert diesen nicht.

Langfristig ist mit éCity— und %Vorortbewohner zu rechnen.

3.) k1 IRist Eigenwert der Matrix A, wenn gilt A:X=k:X.
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s =kxx 0 (0,9- k)x+0,2y=0U01x+(08- k)y=0
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Das homogene LGS hat aul3er der trivialen Losung eine Lésung, wenn gilt
k?-17k+07=00 k=085+./0,02250 k=1Uk=0,7

k=1 bzw. k=0,7 sind die Eigenwerte der Matrix A.

Eigenvektor zum Eigenwert k;=1: (09- 1)xx+0,2y =0U x=2yb X = rgg.
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Eigenvektor zum Eigenwert k;=0,7: 0,2x+0,2y=0U x=-yb X Ee o
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4.) Z.Z. ist: Die stationare Verteilung der Matrix A ist X =€ q__
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(1- px+ay=xUpx+(1- gy =y
- px+qy=0Upx- gy=0pP x=—y, da x+y=1 gilt
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X = gq :) ija die stationare Verteilung die Spalten der Grenzmatrix angibt, hat G die
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gegebene Form.
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5.)2.Z. ist fiir alle p,qi IR gilt (a) A>§e Y1 p- q)g 0nd (b) A =
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Damit ist die Behauptung gezeigt.
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