Problemldsen lernen im Mathematikunterricht

Heuristische Strategien und Hilfsmittel in der Grundschule
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Ziel dieser Fortbildung:

* Problemhaltige Aufgaben kennen lernen, die fur
die Grundschule geeignet sind.

* Heuristische Strategien und Hilfsmittel kennen

lernen und anwenden, die zum Problemlosen
notig und in der Grundschule relevant sind.

e Eine Moglichkeit kennen lernen, heuristische
Strategien und Hilfsmittel mit Schulern gezielt zu
trainieren.
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Problemldsen

Ist eine der funf geforderten allgemeinen

Kompetenzen in den Bildungsstandards

N an’\ fJf\ ﬂ | Tl o' I o \ ey e ll;’\ A
am Ende der Jahrgangsstufe 4.
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Problemlosen heildt konkret:

 mathematische Kenntnisse, Fertigkeiten
und Fahigkeiten bel der Bearbeitung von
problemhaltigen Aufgaben anwenden,

e LOsungsstrategien entwickeln und
nutzen (Heuristik),

e Zusammenhange erkennen, nutzen und
auf ahnliche Sachverhalte Ubertragen.
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Der Begriff ,Heuristik* kommt aus dem Griechischen und
bedeutet ,Entdeckung®.

Heuristische Strategien und heuristische Hilfsmittel helfen

die Losung einer Aufgabe oder eines Problems zu
entdecken.

Sie haben sie wahrscheinlich alle, ohne es zu wissen,
schon angewendet.
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Textaufgaben

Problemhaltige
Aufgaben

Sachaufgaben

f kein eindeutiges

Rechenverfahren
ind. G.

eindeutiges
Rechenschema

genau eine nicht immer eine
richtige Losung eindeutige LOsung

Rechenverfahren
voraussehbar

Vielzahl von Strategien
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Busplatzaufgabe

In einem Bus ist ein Drittel der Platze mit Kindern besetzt. 6 Platze
mehr werden durch Erwachsene belegt. 9 Platze bleiben frei.

Wie viele Platze hat der Bus?

Beschreibe deinen Losungsweg.

(nach: Bruder,R.:Heureka-Problemltsen lernen)

NUsseaufgabe

In jeder von flnf Korben befindet sich genau die gleiche Anzahl von

Nlssen. Entnimmt man jedem Korb 60 Nusse, bleiben in den
Korben insgesamt so viele Nusse Ubrig, wie vorher in zwei Korben
waren.

Wie viele Nlsse waren vorher insgesamt in den Kérben?
Beschreibe deinen Losungsweg.

(verandert nach: Bruder,R.:Heureka-Problemlosen lernen)
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Wie sind Sie vorgegangen?

Strategien:

 Ausprobieren (ungeordnet, geordnet)
 Vorwartsarbeiten

Hilfsmittel:

e Zeichnung oder Skizze (informative Figur)
e Strukturierte Textdarstellung

« Tabelle

« Gleichung
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Zeichnung
oder Skizze
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Strukturierte Textdarstellung
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Strukturierte
Textdarstellung
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Tabelle
anlegen
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1.
Versuch

2.
Versuch

3.
Versuch

Gedachte
Gesamtzahl

30

10

45

Kinder

10

20

15

Erwachsene

16

20

21

Cronai
1 1CTI

@]
J

@]
J

@]
J

Gesamt?

35

55

45

ZU

wenig
gedacht

ZU
viel
gedacht
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Gleichung:
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1/3 x +[1/3x + 6] +9 = X /-3

X+ [ x+18]+27 =3x
2X+ 45 = 3x [-2X
45 =X

Insgesamt also 45 Sitzplatze.
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Propieren

Tabelle
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e

Wenn jetzt insgesamt so viele tbrig bleiben, wie vorher in
zwel Korben waren, miussen die 300 in den anderen 3
Korben gewesen sein, also 300:3= 100 in jedem Korb.

Insgesamt sind es also 500 Nusse gewesen.
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5 (x-60) = 2x
5x — 300 =2x /+300
5x = 2x + 300 /-2X

3X = 300

X = 100
In einer Kiste sind 100 NUsse, In 5 Korben
also 500 Nusse.
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Was hilft uns, eine Aufgaben oder ein Problem zu
|6sen?

Unbefangenes neugieriges und zielgerichtetes
Fragen

_ernen, geeignete Fragen zu stellen

nformationen aus dem Text enthehmen

Reflektion Uber gelungene Losungen

Eine Auswahl an Strategien und Hilfsmitteln zur
Verfligung zu haben

17.03.2008 Anita Pfeng
Sinus-Transfer-Grundschule




Heuristik in der Grundschule ]

LStrategien} [Hilfsmittel} [Spez_le_l = ]
Prinzipien
|

(o )
Zeichnung oder Skizze
(informative Figur)

Vorwartsarbeiten

[ Invarianzprinzip

J

-
Strukturierte

Textdarstellung

Ruckwartsarbeiten

Probieren Tabelle

N J
|
I |

ungeordnet] [ geordnet ]

Material
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Apfel und Tore

muss er 7 Tore passieren. An jedem Tor steht eine Wachterln
und verlangt von ihm die Hélfte seiner Apfel und einen Apfel
mehr. Am Schluss bleibt dem Mann nur ein Apfel tbrig.

Wie viele hatte er am Anfang? Beschreibe deinen Losungsweg.

(nach: Bruder, R.: Heureka-Problemltsen lernen)

FulRballsticker

Leon sammelt eine Woche lang jeden Tag die gleiche Anzahl von
Ful3ballstickern. Am Ende der Woche gibt ihm sein Freund Max 7 weltere

CHtirl,ar nA | ~rhono
\JLI\JT(C| Lll IU LCUll Obl |C| |Ir\t I\Vllax 5 ‘V’Un SC“ |C|| SL'bkCll . DanaCh SChenkt

Leon die Halfte seiner Sticker seinem Bruder und hat am Schluss noch 22
Sticker Ubrig.

Wie viele Sticker hat Leon eine Woche lang jeden Tag
gesammelt?Beschreibe deinen Losungsweg.

(nach: Wilkinson, M.: Denksportaufgaben aus dem Alltag)

17.03.2008 Anita Pfeng
Sinus-Transfer-Grundschule




Strategie Ruckwartsarbeiten

* Was Ist gesucht?
e \WWas well’d ich Uber das Gesuchte?

* \Was benotige ich um das Gesuchte zu
ermitteln?
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Zeichnung
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Strategie: Ruckwartsarbeiten
Hilfsmittel: Tabelle

Nach dem Tor | Vor dem Tor

1 4
4 10

10 22
22 46

46 94
94 190

190 382
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Ruckwarts
arbeiten
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Ruckwarts
arbeiten

Schulerbeispiel 4. Klasse
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Strategie: Ruckwartsarbeiten

Leon bleiben 22 Sticker Ubrig: 22

Die Halfte bekam sein Bruder, also: 22 -2=44

5 werden addiert fur die Anzahl, die

Max bekommt: 44 + 5 = 49

7 subtrahiert, flr die Anzahl, die

Max thm schenkt: 49 — 7 =42
Dividiert durch 7 fur die Anzahl der

Wochentage: 42 . 7 =6

Leon hat eine Woche lang jeden Tag 6 Sticker gesammelt.
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Aufgaben aus dem kombinatorischem
Bereich sind eine besondere
Herausforderung, well es hier Faktoren

gibt, die das Finden der Losungen
erschweren.
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Aktionswoche

gunstigen Preis an. Es gibt dreil Arten von Burger zur Auswabhil:
Hamburger, Chicken-Burger und Salatburger und funf Getranke:
Cola, Sprite, Fanta, O-Saft und Milchshake.
Welche Kombinationsmadglichkeiten gibt es?
Beschreibe deinen Losungsweg.

Zusatzaufgabe:

Das Schnellrestaurant bietet zusatzlich zwei verschiedene Saucen fir die Burger an:
Tomatensol3e und Barbecuesauce.

Anschlie3end kann man noch zwischen drei verschiedenen Nachspeisen (Eisbecher,
Obstsalat und Pudding) wahlen.

Welche Kombinationsmoglichkeiten von Burger, Getrdnken, Saucen und Nachspeisen gibt es?

(verandert aus: Wilkinson, Mike: Denksportaufgaben aus dem Alltag 5./6.Klasse)
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Burger zur Auswahl: Hamburger, Cheeseburger und w
und es gibt fiinf Getréinke zur Auswahl: Cola, Sprite, Fanta, Selter und

Milchshake.
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Geordnete
Aufstellung
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Heuristische Strategien und Hilfsmittel in der Grundschule

Hamburger 1 + Getrank 1
es gibt aber nicht nur einen Hamburger sondern insgesamt 3

{ Hamburger 1

Hamburger 2} + Getrank 1 Das heil3t es gibt in dem
Hamburger 3 Fall 3 Mdglichkeiten, da

es 3 Hamburger
gibt.

Aber es gibt ja mehr Getranke.

Getrank 1
Hamburger 1 Getrank 2
Hamburger 2 | + Getrank 3
Hamburger 3 _ Getrank 4 ~
Getrank 5

Das heil3t es gibt nicht 3, sondern 3 - 5 Mdglichkeiten = 15 Maoglichkeiten.
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Kombiniert man das mit den Sofden und den Desserts:

(Getrénk 1\

Hamburger 1 Getrank 2 SolRe 1 Dessert 1
Hamburger 2 Getrank 3 + |SoRe 2| + Dessert 2

Hamburger 3 Getrank 4 Dessert 3
_Getrank 5_)

Jetzt gibtes 3 - 5 - 2 - 3 Moglichkeiten
( Hamburger ) - (Getrank) - (Sol3e) - (Dessert) = 90 Moglichkeiten

Um die Kombinationsmoglichkeiten auszurechnen, missen die
unterschiedlichen Anzahlen miteinander multipliziert werden.
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Aufgaben ahnlicher Struktur waren Aufgaben,
wie die Kombinationsmaoglichkeiten von
verschiedenen T-Shirts, Hosen und
Strumpfen.

17.03.2008 Anita Pfeng
Sinus-Transfer-Grundschule




Lieblingssachen

Monika triagt am liebsten T-Shirts und Jeans. Sie hat 3 T-Shirts, die sie
besonders gerne trigt. Sie sind rot, griin und gelb.

Dazu hat sie 3 Jeans. Sie sind weil3, schwarz und blau.

Sie méchte jeden Tag etwas anders aussehen und kombiniert deshalb jeden T
T-Shirt und Hose.

Welche verschiedenen Kombinationen kann sie damit zusammenstellen?

2. Klasse
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Lieblingssachen
Monika tragt am liebsten T-Shirts und Jeans. Sie hat 3 T-Shirts, die sie
besonders gerne trégt. Sie sind rot, griin und gelb.
Dazu hat sie 3 Jeans. Sie sind weil3, schwarz und blau.
Sie mochte jeden Tag etwas anders aussehen und kombiniert deshalb jeden Ta
T-Shirt und Hose.
Welche verschiedenen Kombinationen kann sie damit zusammenstellen?

2. Klasse
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Wichtig ist hier, dass aus jeder Tellmenge
Immer genau 1 Element mit jewells eine
anderen aus den anderen Teillmengen
zugeordnet wird.

Schwieriger und ganz anders wird es, wenn
aus einer Menge mehrere Teillmengen
gebildet werden.
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Dreil Farben

Die Schuler von Frau Hauer sollen ein Bild

malen und dabel nur 3 verschiedene

Farben benutzen. Julian hat Farbstifte in den Farben
Rot, Blau, Gelb, Orange, Grin und Rosa.

Welche Farbkombinationen gibt es fur Julian sein Bild

zu malen?
Wie viele verschiedene Mdglichkeiten gibt es? Findest du sie alle?

Schreibe schrittweise auf, wie du vorgegangen bist?
Woher weildt du, dass du alle Moglichkeiten gefunden hast?

(verandert aus: Wilkinson, Mike: Denksportaufgaben aus dem Alltag 5./6.Klasse)
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Geordnete
Aufstellung
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Heuristische Strategien und Hilfsmittel in der Grundschule

Geordnete
Aufstellung
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Drei Farben e Drei Farben
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Kombinationen ohne Wiederholung

Auswahl von k Elementen aus einer Menge G von
n Elementen in einer beliebigen Reihenfolge.

Formel: D.h., wie oft kbnnen aus n = 6 Elementen auf verschiedene
Weisen Gruppen von k = 3 Elementen, deren Reihenfolge
belanglos ist (ungeordnet, ohne Wiederholung), gebildet
werden?

orange
gelb rosa
grin
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Formel: Die Elemente gelb, rosa ,griin besitzen die An-

ordnung 3! von den mdglichen 6! Anordnungen

(Permutation) 6-5-4
1-2-3

{n}_n . (n-1) - (n-2)... (n-k+1)
k] 1-2-3-.k

Man schreibt das allerdings nicht mit
Bruchstrich, sondern als Binomialkoeffizient:
6-5-4
1-2-3

rot blau

orange (gelesen ,6 Uiber 3%
grun
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Hilfsmittel und Strategien im Unterricht
gezielt Uben:

1. Aufgaben gleicher Art zusammenstellen:

o Aufgaben mit ,Kopfen und Ful3en”
o Aufgaben mit kombinatorischem Aspekt
« Aufgaben mit Zeit und Bewegung
o Aufgaben zum Ruckwartsarbeiten
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. Einstiegsaufgabe (aus dem Bereich ,Ko6pfe und Fule”

Huhner und Kaninchen

Im Stall von Bauer Lindemann sind Huhner und
Kaninchen. Insgesamt sind es 20 Beine.

a) Wie viele Huhner und Kaninchen konnte der
Bauer haben.

Zur Differenzierung:
b) Gibt es auch noch andere Moglichkeiten?
c) Wie viele verschiedene Mdglichkeiten gibt es? Findest

du alle?
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So gehe ich vor:

Die Knobelhefte mit der eingeklebten Aufgabe werden
ausgeteilt.

Die Aufgabe wird gemeinsam gelesen und Fragen zum

Text geklart.

Anschliel3end arbeiten die Schuler erst allein, manchmal
auch zu zweit. Sie finden eine Losung und beschreiben ihren

LUDUIIHDVVCQ IIII I_ICfl. \I'(CﬂC)\IUII}

(Differenzierung durch Zusatzfragen oder Erweiterung d. A.)
Verschiedene Losungswege werden an der Tafel
vorgestellt und diskutiert.
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Die Aufgabe lasst mehrere Moglichkeiten

ZU.
Jeder findet mindestens eine Losung.

Manche finden alle.
Geeignet ab Klasse 1 (hier kann Material zur
Verflgung stehen)
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Im Stall von Bauer Lindemann sind Hohner

und Kaninchen, Insgesamt sind es 20 Beine
Wie viele Huhner und wie viele Kaninchen hat

der Bauer?

Probieren durch Zeichnen 1. Klasse

17.03.2008 _ Anita Pfeng
Sinus-Transfer-Grundschule







P .
n whnér
im Stall von Bauer Lindeamann se
ro b I e re n u:ﬂ Kaninchen Insgesamt sind 85 20 Beine
Whe wigle Hihner und wig vigle Kaninchen hat
der Bauer?

Zeichnung

1. Klasse

2. LOosung
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Geordnete
und
strukturierte

Aufstellung

1. Klasse
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.Muss man zeichnen...?"

,lch glaub* ich weil3 den
Trick..."”




Kaninchen

Tabelle
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Gleichung: X: Anzahl der Kaninchen
y: Anzahl der HlUhner

4x + 2y = 20 [-4X
2y =20-4x [.2
y =10 — 2X

x=1 ==» y= 8 (also 1 Kaninchen/8 Huhner)
X=2 m=)» Y= 6 (also 2 Kaninchen/6 Huhner)
u.s.w.
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Im Kaninchenstall zahlt Anne 24 Pfoten.
Wie viele Ohren haben ihre Hasen?

Im Kaninchenstall zahlt Anne
24 Pfoten. Wie viele Ohren
haben ihre Kaninchen?

Im Stall bei Opa Helmut sind 3 Kaninchen,
6 Tauben und 2 Katzen. Wie viele Beine und
wie viele Ohren sind das insgesamt?

SIS W [ Stall bei Opa Helmut sind 2

‘J [SERVEEER N | oninchen, 6 Tauben und 2

g o Katzen. Wie viele Beine und
wie viele Ohren sind das
Insgesamt?

AR

)
& O

X

nach: Kéapnick, F. (Hrsg.)/ Fuchs, M.: Mathe fur kleine Asse KI. Y.
Cornelsen, 2005
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Im Zoo sind 26 Flamingos. Einige stehen auf einem Bein,
andere auf 2 Beinen. Die Kinder zahlen 32 Beine.

éééﬁ??éé&mwwm
o,

20 : L
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3. Klasse
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Hasen und Fasane
Ein Bauer geht an seinem Gehege mit
Hasen und Fasanen vorbel und sagt:

,ich zahle 22 Kopfe und 60 Fule."
Wie viele Hasen und Fasane waren im
Gehege.
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Strategie: Probieren
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Strategie:
Probieren

Hilfsmittel:
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Gleichung: x: Anzahl der Fasane
y: Anzahl der Hasen

X+y=22 => x=22-y
2X + 4y = 60

2(22—-y)+4y =60

44 — 2y + 4y = 60
44 +2y =60 /-44
2y =16 /:2
y =8 also 8 Hasen
14 Fasane
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Invarianzprinzip

Invarianz heil3t ,Unveranderlichkeit* und bedeutet:
Es gibt mindestens eine Sache, die sich nicht
verandert, auch wenn sich insgesamt in der

Situation Dinge andern.

Man fragt sich:
 Was andert sich nicht?
e Was haben alle Objekte gemeinsam?
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Kaninchen und Fasanenaufgabe:

Jedes Tier hat mindestens 2 Fll3e. (Invarianz)

Wir verteilen auf die 22 Tiere (es gibt ja 22 Kopfe) jewells
schon mal zwei Fuf3e. Es bleiben 16 Ubrig.

Diese mussen sich ja auf die Kaninchen verteilen, so
dass noch 8 Kaninchen je zwei Flule mehr bekommen
konnen.

Es gibt also 8 Kaninchen und damit 22-8=14 Fasane.
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Jeweils 2 Fiil3e = 44 FulRe; es bleiben 16 Fulke Ubrig




Reifen-Aufgabe:

Im Winter tauschen viele Autobesitzer inre Winterreifen in
Sommerreifen. Viele lassen das in einer Werkstatt machen.
Der Lehrling will seinem Meister so richtig zeigen, wie fit er ist
und sagt zum Schichtschluss: ,,Es wurden an 14 Fahrzeugen
die Reifen gewechselt. Es waren Motorrader und Autos dabeil.
Insgesamt waren es 40 Reifen.”

Wie viele Autos und wie viele Motorrader waren dabei?

Differenzierung:

a) Und wenn es 16 Fahrzeuge und 40 Reifen waren?

b) Konnen es auch 22 Fahrzeuge und 40 Reifen sein? Begrinde!

c) Wie viele Fahrzeuge sind es bei 40 Reifen mindestens, wie viele sind es
hochstens?
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Einstiegsaufgabe in den kombinatorischen Bereich:
Farbige Turme (. kiasse):

Du hast rote, gelbe und grine Bausteine.
Versuch, so viele verschiedene Tlurme mit
drei Etagen wie moglich zu bauen! Jeder

Turm soll aus den drel Farben bestehen.

I \
Jede Farbe muss einmal vorkommen.

viele verschiedene Turme kannst du
bauen?
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Die Aufgabe lasst mehrere Maoglichkeiten zu.
Jeder findet Losungen.

Manche finden alle.

Man kann mit konkretem Material arbeiten.

Sie ist beliebig zu erweitern.
Geeignet ab Klasse 1.
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Zeichnung

Schulerlésung
1. Klasse
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Farbige Tiirme

Du hast rote, gelbe und griine Bausteine. Versuch, so viele
verschiedene Trme mit drei Flagen wic méelich zu bauen! Jeder
Turm soll aus den drei Farben bestehen, Jede Farbe muss einmal
vorkommen. Wie viele verschiedene Tiirme kannst du bauen?

Schulerlésung
1. Klasse
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Die nachste Aufgabe konnte jetzt eine Aufgabe mit
ahnlicher Struktur sein, in der die Schler ihre Strategie
anwenden konnen.

Z. B.

Fahrradschloss knacken

Peter hat die Zahl fir sein Fahrradschloss vergessen.
Glucklicherweise weild er noch, dass es eine dreistellige
Zahl aus den Ziffern 4 ,5 und 6 war. Jede Ziffer kam nur
einmal vor. Welche und wie viele dreistellige Zahlen
muss er im schlimmsten Fall ausprobieren?
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Oder die Anzahl der Bausteine wird erhéht. (Anzahl
der Farben entspricht der Anzahl der Stockwerke.)

Farbige Tiirme (2)

Y haot v T R
ohne Du hast rote, gelbe, grune und blaue Bausicine. Versuch. <o vicle

verschiedene Tiirme mit vier Etagen wic méglich zu bauen! Jeder

Matel'la| l HT“ soll aus den vier Farben bestehen. Jede Farbe Muss einmal
rkemmen. Wie viele verschiedene Tiirme ka st du bauen?

Skizze

Schiulerlésung

1. Klasse

,Ich habe den Trick gefunden
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Formel:

17.03.2008

Aufgabentyp aus der Permutation (An- und
Umordnungen):

Anordnung von Elementen ohne Wiederholung

Pn =n!
n! heil3t Fakultat von n und wird so berechnet:

nN'=ne(n-1) e(n-2) e(n-3) e ... @
n ist in unserem Fall die Anzahl der Farben:

nordnungen sind maoglich.
24 Anordnungen sind maoglich.
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2 Kugeln Elis

Anne mochte sich ein Eis kaufen. Sie hat
Geld fur 2 Kugeln Eis. Der Eisverkaufer bietet
3 Sorten Eis an: Schoko, Vanille und

Himbeerels.
Was fur ein Eis konnte sich Anne kaufen?
Finde verschiedene Moglichkeiten!
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Probieren
Rechenbild

(Skizze)

Material

Schilerlésung

1. Klasse
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Probieren
Rechenbild
(Skizze)

Material

Schilerlosung

1. Klasse

17.03.2008

Anita Pfeng
Sinus-Transfer-Grundschule




Schilerlésung

Probieren
Skizze

1. Klasse
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Schwierigkeiten in der Kombinatorik:

Elemente aus einer Menge auswahlen:
ohne Wiederholung (Turme)

mit Wiederholung (Elis)
mit Reihenfolge (Turme)
ohne Reihenfolge (Eis)
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Warum Kombinatorik in der Grundschule?

Kinder werden auf3erhalb der Schule schon frihzeitig mit
Phanomenen konfrontiert, die kombinatorische
Uberlegungen erfordern.

Das Verstehen von Problemen der Kombinatorik braucht
Zeit, deshalb muss man frih beginnen.

Es werden nur Rechnungen im Bereich der natlrlichen

7 ahlan mnhrallhhf
Lulllbll H 1 CAUAVUIT T L,

Es gibt vielfaltige Mdglichkeiten der Differenzierung.

Ein gutes Ubungsfeld fur das Problemlosen, es regt die
Kreativitat an, fordert Strategiedenken und die
Argumentationsfahigkeit.
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Wie sollen sie in den Unterricht integriert
werden?

o Es st kein eigenstandiges Stoffgebiet, sondern sollte
als ein Aspekt den gesamten Mathematikunterricht
durchziehen.

Die Aufgaben

sollen die Schiuler inhaltlich ansprechen
eigenes praktisches Tun ermadglichen

sollten den Schulern die Moglichkeit geben, durch
unterschiedliche Wege zum Ziel zu kommen.
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Heuristische Methoden und Techniken sind
bel ihrer Anwendung keine Losungsgaranten.

Sie konnen nicht wie starre Rezepte
angewendet werden.

Wenn man sie aber mehrfach tbt und In
unterschiedlichen Aufgaben anwendet, pragen

sie sich auch als unbewusstes Mittel ein und
schaffen Erfolgserlebnisse, auch bel
,Schwachen® Schulern.

Sie sorgen fur die gut ausgepragte geistige
Beweglichkeit, die besonders bel
Problemhaltigen Aufgaben notig ist.
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Bei den Schiulern

- Ist eine deutlich héhere Motivation erkennbatr.

- pragen sich die Methoden und Strategien durch

mehrfaches Uben auch als unbewusstes Mittel ein,
auch wenn sie nicht wie starre Rezepten angewendet

werden kdnnen.

- stellen sich Erfolgserlebnisse und ein spurbarer

Lernerfolg ein.
- wird eine gut ausgepragte geistige Beweglichkeit
gefordert, die besonders bei Problemhaltigen

Aufgaben notig ist.
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Vielen Dank!
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